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УН ВЕРСАЛЬН А ГЕ. Ь 

Т. М. Баран,ович 

До последнеrо времени основы теории универсальных ал-
. гебр бы~iи изложены в 11в х книгах Г . Биркгофэ «Теория 
структур> [4] и А. Г. Куроша «Лекции по общей алгебре» f23]. 
Недаnно выш.:1и книrа П. Кона ~Универсальная адrебра> [44], 
охватызающая значит~~:ьную часть , результатов по теории 
универс4льных алrе6р, и книга Б. И. П.гюткина «Группы автn
мор<Ьиз~юв а.лебраических систеNI» (33]. Поэтому естественно 
бЫJ10 основное вни.мдние уделить в обзоре тем направлениям, 
которые . ~а.по здтрон 'i'ы 1.r..1и вовсе не затронуты в этих книгах. 

Т ающ образо~1 по"тучилось, что настоящий обзор посвящен ра
ботам по универсальным ад~е.брам, • прорtферированным в 
РЖМат в 196 -'-1966 гг. Однако довольно часто для по.:1ноты 
-и ·связности изложения приводятся боде ранние результать~ 

Чтобы точно указать, о че~ будет идти речь в да"1ън~йшем, 
дадим несколько опр€деле_ний 

Пусть . G ~ некоторое ~шо,кество и (J) - (п + l )-арное отно
шени~ на 1шожестве G, т. е . . под:v1ножество (п + 1 )-й декар
товой· степени Q11+1 множества G ( п · О. l, 2, ... ). Отношение w 
называется частичной п-ариой операцией на множестве G, если 
яз того, что (а 1 , ••• , ап, а), (а 1 , •.. , ап, Ь) Еш вытекает а= Ь. 
В тако~1 случае эле;14ент а называется: результатом при.~ен -
ния операции (!} к набору эле:-.1ентоз ар ... , an и обозначается · 
о,= а 1 ••• а,/»- Подмножество множества Gn, д"1я каждого ~де
мента которого (а 1 , •••• ап) сущес.тsует такой элемент aEG. что 
~а 1 ~ ••• , a,i, а) Еоо, . называется обдастью определения частичкой 
операции{!), а число 11, ::=: п (u>) _,.;_ арно~тъю операции ш. Частич-ная 
операщш {!) называется операцией на множестве G, если ее 
область о~.::~.е~1ения совпадает со всем множеством Qn. ( п + 1 )
:ар-ное отношение Ф называется .нiоrозначной оперзци~й на.· шю-
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Ж-е{:Тве G, если для любого (а 1 , •• :, a1r)€Qn сущес1'вуе1' такой 
элемент a€G, не обязательно ~динствен .. , ч1'о (а 1 , •• • .,ап, а Ew. 

Пусть теперь Q - некоторое МЖ)ЖЕ~'ТЗ " каждо~ у эJtеиен
ту шЕQ которото сопоставлено целое трnца"tеЛЬ ое ЧИСJЮ 
п = п, (ш). Чер з О (п) обозначи.'4 соsокуnность -rаках ~О"' 

. . - се 

для которых п (uэ) = п,, тогда Q == U Q (1t). ~~,.11rn G и 
п-0 

-вается унн реальной апrеброй с с:исте оnерэций 
00 

Q = п~ Q (.п) или, коротко Q-алгеброй, ес.11и для дото ~ 

на множестве G определен.а п, (Ей)-арная: on ра1.u1я" которую в:-
же будем обозначатъ ш. · 

Аналогично оnределяе-rс.я часnrчная алгебра ( наrозначн ~sr 
алrебра) как множес11Зо с системой определенных на п [ час
тичны ( соответс-rвенно ногозиач ыж) операций. Ясао, trro 
понятия алгебры., ч.а-сrnчной алrебрЬf, вогозиачной а..1п-ебры 
являются частными случ~5iми nонЯ"n!.я модели, т. е. множест 

с сисrемай определенных ка н <rrН-('}Шеняй. 

Существеню,1м ограничение вв денных понятий я.в.ir.яетс:я· 
конечность арности рассматриgаемых операuий . . 0ТК3З.Ываясь 
от этого ограничения, естес~н:н.о приходим к по.я · ню 3..'!tеб-
ры с бесконечноыестнымй опер ци . Кро. того, ожно IJ с-
сматривать :'11Horou нов-вые. тrгебр ( и одели), т. е. ttкото.-
рую сово·кутrость мно ~еС'113 • с снстемо.й оnе.щт!tй~ язшаю
щих по определенному за ону элементы · э-rих (в обще с..1уча-е 
раз.личных) множеств [71J. 

В дальнейшем · речь будет и,rхтк ·.TOJtblro об yв.gsepca..rrьн 
алге6рах, хотя в по_следн.~ вр я по.явилось . значмМЫtое · чй.е
ло р.а т, ПОС'ЗJШ1[.еЯИЬ!tХ:t:F21!"1~!fЫМ азt-rебра , . rriзk~ . bl 1 a.n
re6pю,I, алrебра.м с б онечf-fомес11IЬl\мк .оrrер.аци~ NtНоrоос
новным алгебр.ам, не rа-аоря о моде.~тях~ . теор :я коrrорых mз
.пяе-rся большим са ос.'tоятельны раздало-м аrл.ебры и .а - Пiки. 

-В тех c.;ryqagx, коrда уrrоминаемые в да.irьнейшем реэуJIЬтаТЫ 
были на ,са- ~ .деле 'rIO.iiyqeнw не rолъIФ·· для уmшерс-ал:ьных 
алгебр, но и для более обЩЮ( ~1гебракчес.ких o6paзo&~1J1ii : бJ-
дут сде.I!анъr соотв тетвующие nрим:ечанп _. · 

С друт-о:й C'I'"Opo ЪI, сущес:mуют f!'аЗд:еЛ тео-р-м уя.ивер-садь
ных алг~брi: .котdрые разs1нзi.1ют:ся rtpн re :яли иIO:itX: ar-r,ra.1fJAi . -
нпях,- нак.п:зды:мемых на rDIOЖ , · оnераций, яащnrмер • . ~о,--
рия Q-rpynn; Q-noлyrpy:nп, ~- о;rец 1111Ф- ·т ·. . . . ' .' 
IIOJibltO riФ.JЩ.(?, И3.11ОЖ8НЭ : , КЯЯI'е А:, r. f\ypqш,aJ23),- а реа,ульта.
ТЫ, оiноеящиес-я к Q~noлyгpynnaк и Q~ifl:oJ1Ьцaм, содержа1'tя , 
книге Б. И. Плоткииа· [33). По:Лому, · з к~JtЩем обзоре · 
будем кас-.аты:а этих раздело . 
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1. кл се АЛI' ~Р 

A.Jii~aoмraт з у , ,. ~ ... 1~-..UI .,, _.,... .... .... e-
ttniia:.t01""'yкц . Кда с всех а ебр с дан о 

раций бу, е~ обозначать че.ре.з (О) и называть 
тороrо rюдк;.,тассз класса (О) ·а.1 rебр и. . 

Пусть :t - систе'" а предложений узкого исчисления преди
катов" содержащих си олы переменных, Q - с..1ова . от этих. 
rrе.ременн , отношени равенства и .'Iоrические с.и во.:1ы, при-

кв-анторы сущест оаания Э: и всеобщности V связывают 
только пере .ни.ые. · масс J называе_"тся аксио- атизируе~ым с 
снст-е~\Юй аксиш~ Z, если состоит и.з тех и только тех. 
О-а..1rебр3 и.а которых нстин.ны: nреддожения с те ы I. Доволь- . 
но да.:1r0 стояд оп: о нахождении ~.:ювий_, характQризую

щ11х ак:сиоматuзируемые классы с помощью алгебраических 
конструкци Эти условия были найдены на языке приведен
ных (относ.нrедьно фюrьтра) произведенпй [ 2]. Дади. нужные 
определения. 

Пусть Gc, с:.€1, - некоторо t:е~'Аейство О-алгебр и [) - не
который фuльтр на множест / (т. е. совокупность под:-.1но~ 
жеств ножес-rв· / , обладающая с..~едующи ш свойства ш: если 
Х, У€Ю. то ХПУЕ·1 , есди ХЕ , Y:JX, то У€ , 0(i[)). На де
картовом из~еденnи Н G« а.пrебр Ga, а:Е.1, ред лю.1 отно• 

... [ 

uremie ~: ((..ra.. ctf.J), (у11,, ~/) ~ тог а и только тог да когда, 
{~ Ха:::=!/'-} . Теперь ф.зк1'ор11ножество il Ga/o МО}~НО лре

а,f,./ 

тить в 0-a.i еб у, определив операции Е-~ п ш)=n, сл~дую
~ • образом: (х~) . . . х~) оо = (Yt:.) тогда и только iОГ да, коr да 

{~/µ:~ .. . x~w = yfl. · в G ЕЮ. По~1уче-нная !2-a.J rебра называется 
11риведею:1ым произнедение~ 0-алrебр Gц, a.E.l, относительно 
фидьтр ~- Если ~ -- максимальный фильтр на i'Ушожестве /, 
то привед~нно-е проазведение относитедыю Ю называется 
удьтраnроизведен.ие);l. Свойсmа приведенны;- произведений и 
ультращюизве.дении моде.лей нзуqались в [56, 83}. 

Сформулuруе:d теперь критерий аксиоматизируемости ·ласса 
О~ал.герР, _ доказ.анный в [ 2) в предположении справедливости 
обобщенной mпоте~ континуум.а: 

Класс 0-;;ыrебр (и вообЩе класс оделей) аксио, атизи-
руеы тагда и тоды{о тогда" когда J замкнут относитедьно 
у.ziьтраnроизаедещ и, а 1 доnо"mение ( .... ) класс i в классе 
асех О~алr€бр замкнуто относительно у.11.ьтрасте~ней. 

Возникает воорос1 . ка.юш ус.лоаиям должаа у дометаорs~ть 
система акси акспоматизируемоr{) кл сз ~амебр · · ~ q:тоб.ы. 
~тнз. уемый б з,амкнуr о-мюс:и.телъио т~х или иных 
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2Лгебраических кон-струкций. Например, доказано [87J, что 
J{Jlacc за кнут .относительно подалrебр тогда и только тог
.да, коr да он определяется систе~ой аксио).{ вида У .х 1 •• _ 

•.• У хпФ (х1 , •• ~ хп), r де Ф - фор.мула не содержащая кванто
ров. · Описаны. таr<же системы ак.сиоы акс:иоматизируемых клас
сов алгебр, замкнутых оnюсителыю rаШiморфаьа: образ , 
относительно подпрямых произведений и других к,0ю:труtа.1.ий 

· (см. 187, 111 ], библиографию к {871). Не аыясцено" Кдкие =ак~ 
м характеризуют классы, за кнуrые О'tНОСИtе:ЛЬIЮ пря ых 

произвед~ний. 

Многообразием на31i8а~rсл кл~ ,алгебр, а.ю:.ио!о{аrизируеыыи 
с цо ощью тождеста. 

В си.1у известной . теорем1:i Бнркrофа, клаа: бу ет: о
rообразае. В то. И тодько то случае, если он 3Ш. нут 011:10-

,си;rе.irьно rюдалrебр" rомоморфных обр~оа· и пря ых · п~ае
_де.пий. В [ 17} показано, что э:rи · у~овия· · можно осл-абит . ., 
а ЩЩННО Кдасс , · Q"мrебр ЯВJlfreTCЯ иаrообразиеы таrда 

· -ТОЛЬКО .. 1'0С д:а, . КОГ да ОН З'ЗМ'ЮtуТ- oraoo,rf~ЪKO ГО.МQ opфfua 
.образов и подпрямщ проИ3йед,е1щй. Друrие · · уСJЮвая та~шrо 
р.ода найден з · }37l. . . .. . _ . 

. Класс '. 0--aл_re<Sp Ю1ЗЫS<Ы'I'а ··. кзазЮJЩ} ~раз~~, ~ 
д!\СИО~:аnеаруем <: 110.МОЩЫО · сцо 

V .Х1 • • · V Х'п (W-1 (Х1, _- · -~ Xi) ~ 'f)·t (.Xt, • • ., XR) • • • · 

~ . : &wт(х1, •.. , x,J = 'llпa (X1r• • ►,,-XJ-+ .· Xt,' .. -~ Х,r,}~'ЩХ1,; . ~, ~ • 

наэы~ш КЗЗ3t-rrо.жд.еств_.- (зд~ ~ w1; ; •• , zv., ,v, 1'1, ••• 

.• . . , vm -- шжоторые . О~).. · · 
. В {32}. доказ,ано, что класс .. .t ~алтщ я~е:rСsя · кцази 

:rоооразие.м т.аr да . и . только .- тоrл.а, · коrд.а · класс: _ i · сод.ар ·· 
.-0д1Юэлеыен-rную ал ебру . ы: за.\Uа:Iут от.носцте..,тьно · nодалr:ебр и 
.nроаз.аольных . прitведе.нных · произзедений.. . ИЬlеК)тся -и друг 
_харnте.риз-ащ.m - квазимв&гообразий с · ПОЩ)ЩЪЮ · раз1tы.""<- aJrreб
_paйttec..rщx ковqрукцm1 (~м. f 30, 32., 16D. В.· .[321 .ооня~· . · . 
..гообµазия· · И · кiаз.иwогообразия · естеетв.енно . rrеренося,кя 
. модели. _ . . . _ .. 

~ Лоо, ' ' .. ' . · · ),аtщ ' .щ~ ·_;··Б-у~ем·.,r.оlКiр ,, 
ЧТО. клэ.сс jt ~-алrебр 0~1ад.аеr ДЩ{а.lI~НЪIЫ соо" TOOhl, е,сц JUD,-- ,' 
~бая . О-алrе9ра . G, -в : ·к.о.торой .сущеетвsет . л.о ад.ьн-а. · сие . -. 
. J;.подалrебр, принадлежит клзс:у 1: ~ gабот.е {3'11 sа~,цеиы . ·· · 
кi.tropыe I(.lla.ccы . алгебр" ILЭЭЫВ·~мш-,, :кв~~уnнrtерсалькы ~, . ·!1 
докаµнt>., :что JUOOO:Й кв.азиу~а'ЛьWЬU:1 ·К,!18.С:С .. Q--:~rir~бp ·(DJ.la

)1ae'f локадь.в~ . . соой~т~ .. .. ~ун~,~верса.,1ья · И . ,класс . . 
дЛГебр ЯlJJJJЦOТCЯ~ напртщр, ·щю.ваsолъш.й : . шее ' ~алrе~ 
..аю:иома~ ый аш:иом.ами ~ да.·~~· ·· · 
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без нетривиальных конгруэнций, класс О-алгебр, не имеющих 
неодноэле ентных истинных юдалгебр. 

Отметим, qто квазиуниверсальными классами являются 

классы RN-, Rl-, Z-, N-rpyпn, и поэтому нз упоШiнутой теоремы 
вы.те.кают известные локальные теоремы для этих классов 

групп. 

В работе. (l 8] рассматривается более широкое понятие обоб-· 
щенно квазиуниверсалыюrо класс.а алгебр. До ·аз.а-но, что ecJIИ 
некоторый КJI.acc Q-aлreqp облцдает J10кальным свойств то 
любой его квазиуншrерса.,тьны.й nодкласс та1оке обладает ло-
ка.JthНЬШ СВОЙСТВО14. . 

Цитированные результат ра.бот [31]., {I ] получены для 
про _ воолышх - де.лей. 

з. Экаввалеят сть · иассоs иr~. Класс . О-алгебр 
можно tчиt·ать ·кате.rорией, об1).~Кrами которой являются -ал
rе.бры" а отображениями--всевозмржные g-ro.ю · орфиз ы меж
ду ни.мн. Полученную · 1'а7еrорюо . буде ОQО~нач.ать так е 
~рез .t. . 

В_ [ 61 най,деliЬl mюб~димые и · достатоrm · е условия для 
того, ч1'обы n.роиз.оо.1tън.ая категор~.я б ла н:оэю:т.енс1пtна не
которо· у _ н.оrообра~ию лrебр, а в {75] --<условшз: коэкстеш:ив" 
IЮ<:ГИ кат-е.rораи неЮ)торому .!{.;1.ассу алгебр" з _ штуто у отно-

- _-с.нтелыю поµ..'IГ б · и npstмыX: nроизведений. -
а к.та.с.са алгебр 11С(21) и ~6(02) назызаются стру - · 

турио ЭI{Внвадент1:1ыми, . ., е.сли · ~жду категориями st1 и ! 2 

маЖ110 . .установить . такой шюморфиз111, ари которо носители 
- соот етствующи алrе"р совn дают. · 

В ·работе f29} найд~ЪI кеобходriмые и достаточные усло
вия~ npri коrо.рщ лас.t .9-алгебр структурно эквив.мент ен 

·ireкoтopoity к~ассу алгебр, замкнуто _ у относительно подалr~бр 
и цря 1Ьiх произведеюiй. · · · 

· От 1етим, что Т!.аст'о . приходится paccr атриватъ категории 
алrебр, з которых орфизмами являются · не : rо~. щрфиз:мы, а . 
отображешtя, И!f-Ц dlособом · _ св71за~ные -с операциями . ~тих 

-_ а:лrебр, наnр1-1. е.р; -rомЬтопию rруnооидов · (квазигрупп, луп), ин- · 
аерсн:ь~й rом:щvi~рфизм груnпqида-в (квазнtрупп, ' луп, . групп)~ 
дифферевцирозания кол.ед и мноrи.е другtrе, Гю-вид:имо-му, на 
ЯЗl:?lке nроизв_ольньtt алrебр естественп~м: оnредедецием тако
rо · об.общеН.НОГО гомоморфиз ш моr·ло бы быть следующее: 

. Пусть Ог .. ·Осалrебра, i=l, 2- Пар-а отображений: q:,:Gc•~, 
~ -.~2 ~11ЗЫ.В:ает-ся обобще.нв~\! - 'r:o_мoмopфtmro. _ Осалrебры 
Gi ~ ~2-алrебру ~, если для · JIЮбой операции - 1€Q1, п ({»1)~п 
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к для. операции (1}.2=ш1ф~ п, (~)-т.,, существует тairoe отобра-

жение ~ G: ~Gr" ч:rо диагра ма . 

ка. утатиnиа"" 

~ 

a:➔u1 
~i +1 

Gf-+-Gz 
~ . 

Нетрудно в,идетъ. что приведенuые sыше 11р.иыеры: я.вдяют-. 
at частными с.пучаяыи это·rо оnредел.еnия .. 

Некот-оръrй класс так~~ аwбщенных гоюморфиз~о рас-
сыатриват::я · в [59" 001 (дл.я частпqных алr~ с .бееконеч:я.о
месrны.ыи оnерадияки в I 1{)4.j).. 

Го мс-рфязм.ом . 2-~·алrебрьr G,_ ~ т;-а.зwебру а.;_ 6у. де. назw
ватъ таIШй обобщенной ro . морфизм (i1, ~) .. что п. (CD1)=n (6t1.~) 
а (х-1,, •• • ,rп)~(х1~ ••• ,Хп<тJ) (51~ Пусrъ т-еnер-ь · Oi~-S2i-aлrю-
µa, Q1-сооокуйНоетъ ee.. .r.JmRИWX щхшз.sодных one.paЦi&A., i= 1, 1.. 
Ес..ш су~т ызоыорфпа 01:-адtооры 6 1 на ~z_,..aлr~ G7,.
ro .01--а..иебра G1 а ~ -алnюра 6 2 ваз.ызаю~;сs ~Jmиза,,~ентньmи.. 

Два Rдaeci 1 1~ -~} и· ~{2J·· назымютея- эющв.з.л.енТRЫ:ШI+ 
ec"m l\~ежду класс.а.ми ~ w ~ жне ycrщю1nitъ такое S3a1N- . 
но одноэвачное соо1ч1етсr~ще. ч-rо соответ-ствуv.дцие алrебр~ 
ЭfСШМ:Лен'tНЫ . 11р!4 ОДJЮ я . ro сооrветс.т . ·.·.~ 
а.1~ и ~~ -

Оче:ви:ДIЮ" ЧЮ ~ ШIОССЫ. ~ · " ·: ~ ·_Э1ШЯ]ЩЛ~НБ4_ '!О О 
сrрукт.ур1Ю экw~~:- В C;.r"fY.~ - щда 1~ _ --, ,погооб-
рззн~ за ooюt-rmt . сагnад~ . ·f29f.: Возпк.ае.J" · воnрос ·о 
х:о.ждешш условий:, црн . которых некоrор~й ~ s · Q--aitreop 

· эепiш.ле~п да-нзому КОt.fКРе.тному. иассу а;дrебр. · Q11де р&-
бот изучаются: кяа~сы- ал:rебр~ щ11вква.лентные р~ uас-
сам моду.zrен. _ 

Д.1Ш формулщ:ювЮI- QДaQro и3 тmroro pGAa реаудьтат.ов {351 
наы nтщцооятся · следующие оnределеиш~; , •·· . . 

Конrр.уэищrя . ~~ебры • на.iышщ~са цра:зИJL-ЫtО _ ~ если она 
о.ДЖ}'.3;Щ!чw ~е.~51 . .zIЮбьщ· eзю,mir, ·-1мас(:~~ - МШ:> .. qооразне 
$ , яаз-ыв.ается· np3вs.,r~~ .ecAtr конrруэиц1{ТИ ~й: ·.. $-алrе.б-
ры nравwrьиые. . · · · 

Мжэr~зэае , _$ · н.аэыаае-r~ .- ноv•ал._:ь~~ e<;Jm ·-· ~цrруэtщ . 
на , ~ :- ~--а.лг~-- ~аЮОО1:Ш~ _. , · . 

QтмеТ}{Ы~ . ксr.ат~ -~ сущ~т~, ал:r~ с · пpauиJt~ 
Н6 на, переста~ч~ IIO~ ---. (бl _су~~- -- . .. !ЮР
~~ ы~ЮI.·' • ·· ~ :. пр_авм~ <, f l{)Щ • . Ве 
изтш:rио~ cyщeaayiar, а -.прmцr;лыш~~':: НD .-не. IЮрМ~ · ~ -~ 
rообрааия" 0 ClUIЭК· МQtДу. -~ · mш-:руэицяi · а, npo&-

·. . . . . ,; : _, 



водю;>цс оперэ.r 1 й а а 1r~б 
также работы [26, 61, 95] и 4 1 ·а • • 05. 

лируе теперь упомянутую теорему. {35]: 
. Ддя многообразия ro О-алгебр ел ду 

раш сильны: 

l. Многообразие $ ~квив лентно классу се 
ых моду..1ей над некоторым: ассоциативн 

единип.ей~ 
II. 1. В ШIОrообразии т существует нульзрная 01г р 

которая отмечает единственную одноэ.1ементную пода 1· бру 
в любой ~алгебр'е. . 

2. Многообразие $ правильно . . 1 

3. В ·любой Ю-алrебре каждая nодалrебра я ляетс 
ь;лассом. некоторой конrруэнцяи. 

Пl. 1. То же самое, что в ll. 
2:. Мноrообра.3ие 1юрмально. 
3. В многообразии $ прямое и свободное прои:зведенпе 

двух адrебр с.овпадают.. 

Аналосичные условия бы.,m щэлучены ддя многообраз 
алгебр, э 'Вивадентноrо кдассу всех правых унитарных 
дулей над ассоциаrивньт пмукольцо с ед~ mщей [35]' 

к.пдссу всех nравых уннтарны · модудей над комм тати 
R:Q;'lЬЦОМ с единицей (36}. 

В работе [92] бы.ш найдены необходимые и ос-rатGчн 
условия, при которы nроиззо.льнзя категория ко "Стенсi 

JШТеrории всех правы унитарных ыоду.1ей над некото ы 
ассоцна'rивным кольцом с едишщей. н~трудно проверит~ na 
атегория, nодученная многообразия ~ обла 210ще:rо 

свойствами il или Ш~ удо детворяет ЭТН14 ус.п:овIШЫ и паэ-rо-
у сфор~улированная теорема из [35] вытек,ает с ~УА ~ 

тов работы [92}. ·. 
4 Структу подш10rообраз о ообр• · • 

Пусrъ ~ - некоторое :ын.огообрази~ 0-а.дпtбрJ 
видет~ что совокупносtь всех подмиоrообразий 
rообразия Ш" т. е. многообразий, содержащих.сil в к:.,тассе ~ 
образует полную етр.уктуру относитель о е.сrествешю:й уаоря- , 
доченности с тривиальным :мноrообразиеы з качестве иу,а и 
многообразием f6 в ка~естве едишtцЫ. 

Атомы зтой структуры (т. е. ыюmУадъаwе ~~ · 
подщ-юrообразШI шюrообразия i\) н~ы:ашотсs зоац~ 
1ЮJ1Н.ЫМИ wоrообразия . ·. . . - · 

В. f97] введено- nопятие эквационалъао awiиraro ~ 
apo~ro класса злrебр.. · 

Известно, что cтpyrrypa оодмиоrообразlUi ~ ; 
дуыьио изоморфна струх.-rуре ВПОJ11tе хараnервсr~~- . .н-:-

• 1М 
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_ и через Ri обозначим систему всех соотношешrй; Rыполняю
щихся в алгебре Gi ·относительно образующих · R,. Тогда ал
гебра F ( U Xi, _U Ri) = П *Gi нааывается свободным объеди-

zЕJ ie . iE_J . ' . . . 
нением алгебр G i, iE/, в классе .S[ Иными словами, St-aлreбpa · 
G · · П* G z будt:т с~_ободным объещп1ени-ем ~алгебр G i• iEI, 

~/ . . . . . 

тогда и толъко. тог да, когда суще-ствуеr та кой набор гомомор-

физмов ai: Gz-+ G, i-El, что G - -{ U. G/Ji} и для любого набора 
. ze1 

rомююрфизмов cpi: Gi ➔ Н, НЕК; найдется таrшй гомо~1орфизм 
ер: Q--;- Н, что а/р = 9i' iEI. 

Свободное ?бъединение · G = П*Gi :шrебр Gi, iEI, назы
iЕI 

вается свободныJ\1 произведением, е~ли 1щн:он~~ческие гомомор- · 
физмы cri: Gi-+ G являются. мономорфизмш.п~. 

Аналогично можно определить свободное объединение ал
гебр с объединенно.й подалrеброй ·[27} и вообще свобQдное 

. объединение амальгамы алгебр [12}_. . · . . • 
Легко привести прю.fеры клаесов .. алrебр, в которых · не су

ществует алгебр; опреде.гше.мых н_екоторы:\iи .множес-rвами и 
некоторьши. систе.ма.:vш соотношений.· Однакр стандартным об-
разом доказывае'ГСЯ' _ теоремн (см._, например, {27, 12]): _ 

Если r<.пасс i · Q:-алtе:бр~ замкнут 01носит~льно ·пода.дrебр и 
прямых . произведений, то существует st-адгебра- .FJX; Я}~ опр~~ 
деляемая в. класе-е ~-люб тл-t множеством , Х и · любой сщ:темой 

. соотношений R. приче:ы алгебр.а. F (Х, R) · определена однознач~ 
но с точнос:тью до изщ,юрфнз:v1.а ·над образом в цей множ~ства Х. · 

Ясно, что каноническое . отобр;зженпе ·cru миожества Х .в . 
алгебру F (Х, R) может и не быть взщ-1.м1ю однозначным. На
при:мер, О:о не будет взаи~пю · ·одног.наLПIЫ..\1~ если соотн·ошеfiие 
х 1 = х2 , х1 , х2ЕХ, яаляется сл2дствцем соотношений R- · Изве
стны некоторые достаточные . уеловня" при которых канониче
ское, отQбраженле нзаюшо . одношачна [27, 12) · 37}. Достаточ
ньiе. условпя _ существования . в классе 5t свободного. произведе-
шiя . цлrебр рассматриваются в [951 70]. · 

2,. . П робJiемы тQждес:tв.а •· слов, и_ЗО1'Юрф11зма, в-~rюжи
мщ:·пi. Пусть J- не_которi:>IЙ к)1ас·с Q-a~1reбp, р (Х ~- R) ~ ·~-ал
гебра, . определяе. 1ая iшожеством Х -и системой соотцошеню't R~ · 
Кюкдый элем~нт · ,х . ашебры F (Х, R) можно пре;iс-тави1~ь; аооб~ 
ще ' rоворн неоднозначно, - )3 виде . ..t = w(x1ao~ ~ .. _, хп~о), . _где 
w-(xi, . .. , Хп)- некоторое. Q-слово -НD.Д . х, do~ х~ F (X, · R) ~.:... 
каноническое отображеt~шс. Задача I-rахождеiп-rн ал-гор ~; ма, по~ 
зволяющег6 :" в случае · конечнцх Q~ Х; R в · ко~ечное чи:сло ша
r ов ответить · на вопрос; будут ли 4-в.а 0:-с.гют:i w1 и w2 -:над Х 

11-s· 



определять один и тот же эл€мент алгебры F (Х, R), назы
вает<:я проблемой тождества слов и если такой алгоритм су-

-ществует, то пробле:.-~а тождества слов называется разрешимой. 
Пробле~1а тождества слов решена для · некоторых конкретных 
к.~ассоа плrебр. В общем же случае доказано, что в многооб
разиях эта проблема равt1осильна проблеме в.ложимостй, 
·а именно, доказана теорема [47] . В многообразии ~' опред~-

.ля:е?l,Ю:.i конечньr:\1 множеством · tожд~ств, проблема тождеств:а 
слов разрешшла тог да и только тог да, когда существует алго

ритм __ для определения, будет ли каноническое отображение _ 
множества Х в Ю-алrебру F (Х, R), определяемую кон~чным 
множеством- Х и конечной системой соотношений R, определен_
·ного вида взаимно однозначным. 

Проблеl~а изоморфиз~ш заключается в отыскании алrорит-
ма для _ответа на вопрос; изо~юрфны ли , две -- алгеqры, опр-е" 

· деляе11ые в данном клас{:е конечны~1 множество\-1 образующих 
:и соотношений . Эта пробж~ма разрешама для: некоторых кон
кретных классов алгебр, таких, как труппоиды; лупы) некото.., 
-р-ые классы кв-азйrрупп {49]) н~!{оторьiе классы групп . _ · 

Все рассмотренные в [491 классы обладают, тем свойством; 
. ч-то каждую частичную а;1гебру этого класса можно влощить в 
лолную. Возникает вопрос~ -~ вытекает ди из р.азрешимост~~ 
лробле1~ы- вложимостн раз.решимость пробла.\1Ы нзо:4орфиз~1а [49]. 

3. Шрайерri~ы _ мооrообр.аэ-ия. · Ин;rересен также 1:юпроt 
о том, каю1~1 условиям должен удовлетворять класс tc (0),
чтобы подадг~бра · свободной .~а-лгебрщ -_ бы_ла: свобод1:tой ~-ал
геброй. - Класс · 'i, обладающий этим своfн::твом, называется 
шрайеров9rм. В настоящее вре~±я известен ряд ш:ра,й~ровь1х мпо
тообразий алгебр. Например, для любой системы операций 11-
многообразпе всех О~алгебр шрайерово [ l 05}-. .Как показано . в · _ 
{941, -шрайерОВf:?В-:1Я многоо_бразиями В- класс~ групп я&-~:яются 
лишь i\Щоrообразия всех тру1ш, -всех абелсвых групп и ~беле':
вых rpynrt npoctoй экспоненть1~ Отмети~ недавно по.пученцое 
новое доказательс:тво _шраtt~рово:ети ыногообразия .все~ группе 
·пщющью теории qлrебр cq ~емо~ операторов [71, 72}, являю
щихся интереснь~:,1 к-1ассом частичных · алгебр . - Шрайеровыми 
много6бразнющ · явпюотся таюке класс всех неассоциативнщ _ 
линейfщх -алi-ебр f20}; классы коrv1мутап1в·ных -и антикоммута- · 

' -THBHLiX ЛИI-fСЙНЫХ аше.бр _ f9], к~асс ашебр Ли [38]. В [2-I дока.: 
.зано, что ~-слй ыноrообрnзия Юi, i -:- 1; 2, с операциями ~. 

' ·СОДt;:ржащri:.:LИ нул,ьарную оп,~рш1ию о) и тождест.вами.Лi,·с~щер
жащн~ш тождесrва в~-lда О.~ .- Осо = О, (oE9t, 'rµрайе.ровы, :то 

_м ногообр-uзие --~ с· операщ1ями _ 9 1 U 02 (QiЛ02 · - Q) и -тождест
в ами _ А1 U Л2 _ тащке ·_шрай~роrю. _ В ч.астности~ щраi1еровы~ш м1ю
,:r:оо бр-азиями являются мfюrоt>бразшr всех 1iультиоператорпъrх 
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- -
групп {22l~ - всех мультиопераrорн?1Х лин~йных алгебр [211-
В работе [31 сделан.а попытка оп.исат ь вnд системы аксиом не
которых шрайеровых многообразий, частными с"-rучаями которых 
являются кваэигруппы, лупы, п-квазигрушш. Во всех перечис
ленных в этом пункте многообразиях, за искmочением мноrо
образий абелев.ых rpyпrt и алгебр ЛИ" свободу подалr~бр сво
бодных алrебр можно вывести из теоремы" описъазающей под
алгебры свободного провзведеt1ия элгебр данnого многообразия · 
('rнna теоремы Куроша для rpynri)'. Из этой J¼e теоремы: обыч
но вытекает и теоре.ма о существовании иэо.морфных продол
жений для · любых· двух свободнщх р.аз}южеюrй. От:мети:м~ чrо 
теория свободных · разл.ожений, Щ:iалоrи--чная :мноn~м ·И? перечш:
ленных теорий, построена . для неко:rор.ых ю~ассов адrе.бр . со · 
схемой операторов (например,, дл;5t .сете.А . (41 I, для кдассов час
тичщ-х_ . ~дrебр со схемой оиераrоров (.ДЛЯ nроектщ~ны~ пli6c
кocrea I 19}), а таюке дЩ'I некоторых категорий О•адrебр, а ко
торых морфизмами явдя-ются н~ .·то.пъко гомо:морфизмы ( теория 
свободных Т -сумм т~ . [34} и мулътиопераiорных 'Тел [ 11 J). · . 

Легко. провi!ритъ~ чтQ .в.ся1'(ая ·. свободная !-алгебр-а F (Х) 
Щ)(1еК'tИВRа; Т . . е . . ДJТ~ · .:'UОООГО ЭПИМОрфизма .. tp : Q ~:-,- Н ~ Q Н €1:: ·И · 
.'IIOбoto гам~~физ-м.а ~ :·F(X) ~ Н сущ~-сr.ву~т такой гомомор
физм а: :. F{X)--+- й~ что q · # ~~ Для· некоторых классов алгебр, 
например для абе, .. 1евых: гр~ rpyrш, луц, квазиrрупrr; некото
рых классов модулМ. верно 11 обратно~~ . Sыло . бьr uмтересно 
оniк.ат-ь классы a;j'Ireбp,,, в · .,т1·орьiх . -nокят~е сnободпой и nроек- · 
riшной·. алrебр с◊п-mцtают... ~ацмоtвяз ь между воuрос.аУН, ~ 
тронутыми в этоi.4 - а nр~дыдущем ~.rrункtах" IIOЧ'tИ не изучена" 
m~я очень шrrересна. · · · · 

4. Оtrерации JJ:, Jла«а;: . aдf~(i'p~ . Свободнqе объещmе.юtе 
алгебр яв..11яет{:я nриi.,,1ера;м rюдуточной оrюр<:щиi-1: в ,.клдссе алгебр. 
Говоря.т. ~то на . классе алгебр . ! задсlНа nолг?чная операция~ 
есди . каждому нзбЬру .J"a.rrreбp · Ga., ~Е/, .однозначнq соnос1'&-

деиэ т~i<а~ J..aлr~бl}З i G ~· п
0 

а~ .. · чrо о .· ,{Ga%~ а.Е/} ДдЯ ,не ... 
.. .. . · ~ .· .. 

котоwrо·. набОI}З l{Э.!!ОНИ ч,еских,: rо.~1~морфнзмо-в С?а· ! Q а, ~ (J. При- . 
Уеf}?МЯ цолутоЧШJХ · 'О11~рацйй .. В riр6И3-ВО.:'IЪЦ◊М .. мноrqобразtпt . · S 
0-алr~бр ic цудб\4 · ямяrогся :таюк~ ПQйизерt5алъI:Iы~ .. nршщведе-
юm .. Голоэнпа, . · которl:){е . опред~.ю1юrся: следуюiЩil>I образом_ 
Пyd1~:·-v ~J:ieKO'YOpaя ' фООкуп-носr_1э :: а~р · ~-·C)L')B · в«дa::. {'iJ(X1i,. ~. 
• • -, .tr~~ :· • .; . Ха1~ .>~ .. , . iмli),, . "О' (Xi1,·. ~- -~ X19s; • .-.:; Х',;1; . • .)., ;t4s4)) .. 

где )fц •* Хы . пр~{{,+. k •. . ·тоrд.а. ·. V ~· щюнзnедев:~щ~ .. пvцi, . j)д.;. _: 
. . .· .. . . . . . . . •. . . «€1 .. 

rебр G.tt:., t.r.€1~ ШIЗ:Ы~tсп ф~ктор. -а.t~ебра If · (] cf~ .· -н.х. сообод
f1€1' 
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ноrо произведения конгруэнции ", тторожденно" всевозмо -
ньо, и парами (<V(g11, .. ~ g1i,; ... ; gll1, •. -, gtиn), ~✓ (g11• .•• 
.. . . , gi.i; . • .; gn1, • • .. , gnsti}), Где ('V, '11') EV, g1/Юa.l, a.i =р а.] щж 
i =I= j, илн gu = О. V -произведения · удозлетворяют постуд.ату 
Мш,лейна (т. е. П v F (Х., RczUS-a) =-i Пv F(XfJ, о.)/а), rде а- · 

а@' <i€1 . 
коtrгрузнщrя, ПO}X?Жд-~J:i.HRSI tt~l Sи.. постулату скленэаемосrи э -

доморфдз.~.юв (т. е. для любQго набора эндо.морфизмав Фu: Ga.-+ 
-+ Gu. а.€1, существует Тдl({)Й ЭНДОМОрфиаы ф : ПVU4 --+ ПV Q ,. . . 

. l . <:€1 . 
trro %'~ =- ЧJa!f«., . а.€1, . для к.аноничес~их гоwм:орфпз ·ов Чi'.а:: Оа-+
-+ flY йJ . и посту~-rу · о нулевых сом1ю и-гелях {r. е. если 

·«@ 
Оо. ~ О~ .- aEJ 1~ т~ · ПV.аа = W О«). Док~зано { 1 }, 1no аерно 

, а@ . ~i J 

· и обрз:rное. В мноrообразиц · >~ 0-злrебр . с· ,нулем операция <>

тог да и только тоtда юмя:ется V-оri~рац.цей; когда ои_а по.ту- . 
точна~ удозл~fi'оряет 11ос-rуАатзм ~зклейна, nостула:ту ск:11еи-· 
ваемосfй эндо .. юрфиз~ю и rюсrудату о нуде ·~1х со-~щожите"1ях. 
Эт-з · теорема я:вдяетсн пер.енесеюi~ на алrебры теоремь1 

_ Н. Голо нн~ для групn. Воqбще, теория оц~раций на к.1асr: . · 
rpyrrn p.aзf!lfia . очень rл_убоко и, · до-видим.оуу~ . может . бь~ть так 
ж~· · r луб_О:{о развита :i:t произволь1_ю:м многообразии: уни:зерсалъ-
ых адrебр. . 

§ з. РМЫ noдAJJ r ЕбР и . nРЯ:М.ыЕ ПРОИз&ЕДЕll 

l. Теоре~1ьl ШpaJiep.a · Ji )Кgрда,.ча. - rел~дера. Слt:ду~ · 
{67}. буде~\t говорить, что s О~амебре u задац- ·нормалыlЬiЙ ряд 

. а . о{}~ Q ::2 ••• ..:;;а.4 --: Е 
от G до Е) если Oi -· подадr~ра алr-е.бры О~. ·на · кот9рой су
ществуе.r tакая ~онгруэнция Pi~ что .E?i =;: О t+l (i. = о, 1, · .. •'j п). 
Тогда говорят~ 1:tro ряд р0( р 1 , .... , Ра. ~убконr-руа1щий (т. е. кон- . 
rруэнции на подглrебрах_ . алгеqр.ы О) соотв~тствует ·. д_анно+:;~у . 
нормады10:~у Р5iду · от_ б до l! • . Обычным обрдао~. _ oripe~eляerc~ ·. 
комnоз_ицiюнftЪiй ряд, · иаоit?рфны:е . ряды, -yftll6тi,н~цite н.ор)1а.аыiо~ . 
ro р~да. k{.rеет:место ·аналоr т.~Qремы illpaй:ep~ для rpynn { 67}: -
. . Пусть _· . . ·. '. . . . . · · . 

.. . .Q ~ Go::>JJ1~ ·/•: -::::JQ1t =. Е, (1} 
.':q,= -Hi;lfJ1~ _~) -,, . 5н ~ ==: Е. (2) 



-два нор.ыальных ряда от G до Е. Если существуют такие ря-
-ды субконrруэнций алгебры О Ро, р 1 , ••• , Рп и it'o, -.r1, ••• , r.п, 
--соответствующие рядам ( 1) и (2), что Eptr. j = Етс1-рi, i = О, 1, ..• 
. . . , п, j =·о, 1, ... , т, то ряды (1) и (2) · обладают изоморф· 
ньu,~и уплотнениями . ., 

Эта теоре:ма при несколько ином определении нормального 

. ~ряда б~L'Ia доказана Голди {63]. Доказ_атедьсrво, приведенное 
в {67] позволяет пере.нес.-rи резудьтат на категории, удовлет
воряющи~. определенным условиям (в частности, на алгебры с 

_ многозначными операцнями и алгебры с беск~жечноместными 
операциями). При других ограничениях теорема Шрайера ддя 

. алгебр доказана в [62, 58, 85, 7 4}, для объектов катеrо-
_ рии - в [73}. . 

Обычным образом из теореыы Il1paйepa при тех ):Ке уело
. внях на алгебру вытекает теорема Жордана - Г ёльдера. В ра
. боте [ 64] найдены не-обходимые и · достаточные . услщшя, при 
.которых теорема )Кардана~ Гёльдера имеет место в алгебре 
·С условие.ы минимальцоеr11 и . макси:ма~J>ности дл~ nода~rебр. 

2. Изомор,фные _ п1юдолщения прямых разлQ-жений. Лег-

ко видеть, ЧТО . если а4rебра O '= п· оi , представлена . В виде . 
if_l 

.пря:-.юго произведения ·. адгебр GP iEl, то существуют такие 
.. конгруэнции -.cz, iEl, алгебры О, что Gi ~ 0/-;;i. Были найден.ьi _ 
__ условия ([4, 69], для моделей . {841), при -которых данаэя систе-
м.а · конгруэнций 1ei, iE/, ашебры а определяет·• пря.мое разло-

. жение G == ПО /-.ci. · 
\ if.1 

Аналогичные. условия - для - пря~шх . произведений алгебр 
с отме.ченны~ш , подалrебрами были найде·ны в .(15}~ Для · алгебр 
с одноэле:\1ентной подалгеброй можно <Щред€лнть . прямые раэ-
_лож~ния. с помощью эндоморфизмов . [39]. · · 
· Конгруэнция те назы:ваетс~ конrруэнщiеfн:омножитедем: . · 
. алгебры О~· если существует такая :конгруэнцiш ir', что -0- · . · · 
=0/.: x ·G/-i'. Раздоженне алгебры Q вида · д == fl 0/-.rl назы- . 

, с. . . · . ~ ' 

_вается ст.андартным. Обьiчfiьн,1 образом определяется продол~ 
...же.ние . пp91}vfO.ro разлажею,ш и . изо~орфиз~{ · .. rip$iMЬIX раз.,~оЖ~IЩЙ... · 

Говорят~ что дf3а trандартных пря:\tы~ _раз'.!10женин алгебры G 

а= Пщ7r;, . а· = ПG.1ij 
iH .. jf:J. 

~обладают- · ~троrо изоморфными продолжеr~:йтvнi · [43}, .. е.с:-7:rи су ... 
_ществую--г: таf:{ие конrруэпцйи_ п~j' iEJ~ J€J, : алгебры G; ·ч.-r_о 
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G/;;~ = ПG/7tij, .G/rr:; = ПGJr.lj• 
jEJ iEI 

Очевидно, что если два прямых разложения алгебры обла
дают строго изоморфными продолжениями, то они обладают 
изоморфньнш продолжени~.ми в обычном с~ысле. Доказано 
{43], что .шобые два пря:\IЫХ разложения алгебры обладают 
<:троrо изо1юрфными продолжениями тогда и только тогда, 
когда "'шожество всех конгруэнций-сомножителей алгебры G 
образует бу.1еву _ алгебру относительно умножения _ и пересе
чения конгруэнций. В частности, в силу результатов работы 
196} · строго изш.юрфными i1родолжениями обладают любые два 
прямых раз.пощ-ения · любой алгебры многообразия, в котором 
выполняются .тождества xyy{J} = уухю = х, xxyw' = xy.xw' = 
= yxx(J}' = х для · некоторых тернарных r лавных производных 
операций {!), . ш'. . . . 

Если предположить существование в алгебре G одноэле.\1ент
ной подалrебры О, то -можно получить более общие достаточ
. ные условия сущес:rвования изоморфных продолжений. А И).1еН-
. но [43}:· Пусть в адtебре G существует одноэлеменrная под
алr:ебрд О. Пусть~ }{роме того" д~7IЯ любьiХ конгруэнций сомно~ 
житедiей 7':1, 1r2 алгебры G _ Or.-(zt2 = 0~2'it'1 и для любых конгруэн
ций СО)шожите/IСЙ 'it~ т:', р, ддя которых G = G/тс-Х G/т/, выпол
няется равенство 

О (r.o n т:' о) = Оо. .. .. _\ 

Тогда любые два разложения алгебры О обладаю t изщюрфны- · 
ми продолжениями. Последш1е- два · результата по.1у7чены дл_я 
проИЗБО,;1ЬНЫХ .моде.аей. . 

Теория пря · :~.ых р~зложений алrебр может быть -развита 
· гораздо даJr:ъше, · есщr пр~дттолаrать; что множество операций 

.Q содержит нульарную ·операцию О и бинарную оттерацию +, 
связз.нные тождества.ми 

х + о = о + х ;_:_ х, 

.О ... Ою = О, ю Е Q, 

и расо1а1ривать щц::µ:ретные прюiые про:н.зведеющ. Тогда 
естественно опред~ляются . центр алrебры и _ цептрадЬtJ:f?IЙ изо- · 
морфизм пряi1ых р~~оже:ний. : 

Подащ·ебра С алrебры G назыаается .....:.центральной, если: 

1} для любого • с Е С сущесtвует т:жой с Е С, что с+ с~ О; · 
2)для любых~ЕС и X,f!EG __ , 

х + (У+ С):=:= (х +с)+ g ~ (х +у)+ с; · 
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3) для любых сЕС, wE Q, п . ·. п (w), Х1, .•• ,хпЕ G, 

X 1 ... (xk + c) ... xnro = X 1 ... xk ... xnw + O •.. OcO ... Ow. ,____, 
k-1 

Леrко видеть, что множество всех центра.1ьных пощ1лгебр, 
алгебры G образует полную под структуру структуры всех под. - ·. 
алгебр алгебры G. В частност·и, объединение всех центральных 

. подалгебр будет центральной ~1Ьдалгеброй, которая ц:азывастся 
центро.\-1 алг~бры G и обозначается Z (G). Например; если G-'--
группа с . операторами, то Z (G} буде'i' . допус·ти:.1ым: центром_ 
группы G, если G .,-кольцо, то Z (G) - его а~нулятор. Две 

подалгебры Н1 и Н2 алгебры . О называю·rся ценrралыю изо
морфными, если между нюш существует такоА изо~орфизм 

(f) : Н 1 -+ Н 2, что для любого элемента хЕН1 найдете.я z Е Z(G), 
для которого ер (х) . . х + z~ Два , прюгых · разложения алгебры 
О называI{)ТСЯ центрально ~зо~юрфньI\>IИ, если между множите
лями существует такое взаимно . однозначное соответствие, что 
соответствующие множители_ ц~т~ралъi-rЬ йзш,юрфны~ 

Подалг.ебра н алгебры G назьшается -субrрактивной;- ес)IИ 
для любых· xEG, уЕН из · т-ого, что х + уЕН · иди у+ х.ЕН, 
вытекает хЕ.Н. Алгебра G .тю~ально удовл~творяет условию 
макси:,,1альности, ·если всякая ее· субтрактивная конеr:шо-порож
денная подалrебра удов:Iетвор.Jiёт , у~ловiiю максимзлыюсти~ 

Доказана теоре.~щ [461: Если алгебра G обладает таким . 
nрю,1ы~1 разложением G·= П at, :что -цеiгrр каждого с.омножи-:-

iЕ1 . . 

теля Z (Gt), iE!, удовл~творяет условию -минимальности и ло
. кально условию макси1:ш.1ънос:тrt ·для: . субтрактшщьтх· пощ1лrебр, 
то любые• два прямых разложения алгебры G. обладают цент" 
рально изшюрфными продолженщrми.. · •. ·· 

. . 

· Интерес.но . отметить, что в случае · ·групп с_ оператора.,v~и 
этот результат объедtшяет изв.е~тные результаты Бэра и Кроу
ли . о . существовании изо:.1орфньщ продолжений . щобых · двух 
прямых · разложен:ий для · группы - с orrepaтop-a~tй, · доnусtи~ц71-й · 
центр которой :удовлетворS<tеТ усдОВИIО МИНИlIМЬНОСТ·И И .тiо
ка_ЛЬНО . УСЛОВИЮ маКС.ИМ3ЛЫЮСТИ; И груППJ:>1 имеющей ПрЯМQе · 

· р-азложешrе, сомножители которрго обладают r.мвны.ни р·яда,м:и . 
. • Другие резуль,татъ_1 . об fJЗО~юрфiшх продол2кен}1ях дискрет~ 

ньiх . нря~п~,1х раздож.:;щ:!.й · алrебр см .. [45]· и библиографию . к [45}. . . . . 

_. Оrмети~~; Чт"о теория пря~1ых .разложсннй , параfiдельио· .ра&
. вива·еrся на языке стру1сrур, нг~ ·_ языке · кateropttй {241 и на 
языке полуrрун.n>[25]. ·. · · 

, , ~ . . 
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·§ 4. СООТВЕТСТВИЯ В АЛfЕБ'f>.д,х 

1. Структура соответст·вий 9-алrебры. Пусть G и G' - . 
две О-алгебры. Лодалгебра r ·· алгебры G х G' _ наз1:-~шается сос)т:;. 
ве.тствием алге.бры G с алгеброй G'. Множество ~ (G1 G') всех 
соо1'ветствий алгебры G с G'· образует полную коыпактно по
рож,q/~нную структуру [42j . относительно естественной теоре
·тико-множестве.нной упорядо_ченности~ 

Соответствие р*Еф (G', G) · называется пропшоцоложным 
-соответствию rE.~ (G, G'), если - а'р*а ТОГ,J.а и только тогда, 
.когда ара', aEG, a'EG'. 

Отсюда (р*)* р и отображение р-+ р* является изо~viорфиз-
мом структур ф-(G~ G') и Ф (G', G). . 

Если pE~(G;G'), oE~(G',G''), то сооrветствие paE~(G,G") 
. наЗI?IВается проuзведенИе:\{ соотв~тствий р и cr, если . для любых 
лЕG, a"EG'' а (р-:;) а" тогда и только тогда. коrда существует . 
такой aEG', что ара'аа11 • • · 

Если произведение соотв-е;r_ствий определ~но, то оно -ассо
диатив_но" сооi:ветствие s0 = {(а, а) 1 aEG} играет ро.1р левой 

· единицы, а eG, ::::;:::: {(а', а') j a'·EG'.} -"--роль правой· единицы, т. · е. 
€Gp = pEG = р для · рЕ_ф (G, G'). Кроме того, еслk р< cr" aEfP (G, О'), 
то д.ля любоrо iE~ (G'., G") р~-< 01: и (р~)* •. ~*р*. 

Пустq теперь О= G'. Множ~ство ~(О) -~~ (О,- О) _ будет -
полноJ компактно порожденной структурой · отно~итеJiьно тео
ретиюнvшшi<есtвеt:1ной упоря..J.оченнqсти, . полуrруnпqй с едини-_ 
цей s = sG 9тносительно уыножения соответствий, ~ отображе-

ние р-· р* -'- авто.\1орфиз:.10:\1 структуры ф (О) и iшвалюцней гюлу.: 
группы . ~(G). Н_аоборот, для всякой кшшактно порожденной 
структурЬJ р И . ВСЯКОГО ее. аВТО,\,Юрфиз~tа а, · К83драТ КОТОрОГО 
равен то:кдест~еннш,fу, существует такая алгебра G, что 
структура Р изш,юрфна структур~ все:х со::>тветствий ~ (G) 

. алгебры О, _·а авто~\юрфизм а реа.1Изуется переходом к противо
nоложно:i~у <,:оо rве_тствию [ l 3 J. · 

. Под алгебры ~л:гебры . G н .конгруэнции ·. а.лебры О образуют 
СООТВ~ТСТВеННО КО,\1ЩlКТНО порожденные цодструктуры 6 (G) И 
JЗ{G) ' структуры · соответствий Ч} (О), а tшен.но . . . 

6(0). {pE~(G)jp < ~}, 
-2 (Q) = {рЕф (G) / р >· е:, р* = р, р2_ = s}. 

Дохазано, что- верно. и обратное: Всякая к91шак'rно поро}l(цен-
1нш структура · изоiщ~фна -структуре гiода..агебр некоторой уни- · 
версалыюй алrсебрь1 /([42}, · вы'·rекает также. из . [13]). ~я)фя 

. .ко~1trактно порщкденнаg структура и:щморфна структуре кон
. i:руэнций некоторой универт:а.i1ьной алгебры [68}. 
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В р 4] кайдены необходимые и достаточные усдовия, при 
которых для компактно порожденных с:rрук1'ур S1" S2, Р су
ществует· .такаst пара часrичн~х а.лrебр G1, _G2 , что Si изо
морфна структ~ подалrе:бр : t!(GJ частичной . а..'IГебры G1, 

i =- 1, 2, а Р -структуре · соотмтеттm · t (G1" GJ частнчноJ\ 
алrебры G1 с часrи.чн.ой алгеброй ~ 

В раtюте {66l охарак:rеризоDаВW crpytcrypa · nода.пrебр аА- · 
rебрЫ с бескоиечtЮмес.ТВЫJQl ощ,ац1ЩJ~Щ и nокаэаtЮ~ что ас,1" 
ка,1 ·- струrrурй -ИЗQМ()рфи_а -~ ~ конrруэnций веко
тороА алгебры· с . бесжоие11во~-- оnерацитm. В работе 
{9Зl, иаучаетса- стру~ ~• lК'е»доаростой алrебры 
(т. е . a.nre6pw; -~ -~ -~ СВQец фа~ 
ре по ~ - КOJtrf'YЭIЩ)f1f.). · . . . _ . _ _ . 

%. ~•=~ам~::.~~ .. Во~-- об ус.о- ·_ 
вя11х, nри кrrropыx . .uииа• . по~. : ~~фка- -_ mлуrрупве. . 
IКеХ COO't~T~I R&JCOl"'opoA . : ~ . ~ocraera . ~Tr(~Wil.. . 

Пусn. -~~~~:-~х~· mдалтебр ~w G.· . 
Та. каiсдд · mдалrебр p,;ci81~~..,;., tD f!(G~ ~9П].f.11)~ _ 
ЯВАЯеrоt оодnо~· ~ f (-G}~ Мио:жес-rао -ков; ·. 
rруэнцJШ .2-(G) бу-.Т 'ЛО'~i ·а :·'!Щt ·• ro.llWCO· . в ,,_ , 
CJtyЧ~, есЛR ца::~ :Ц m~~-~'IИW~_- Т-: е;. 
pts.=-~ мs -~ р,~.9(0) t• . ~ -~ -crp~· . .з: 
мoдy.юtplfil}.-·-·B чаа~·-)1{$) бу;ет ·:-:~L-. ~ • ~. 
~ · а · ~ует , таая~~ т~. ~:· щ:юи-з.аодМа1t · oПl!J)8-- -
и.и• <а; что ~!/!J'ii~.g~=-_~z zva·; ~ ~~--- _ Ее.па - ' 
a",reope -(] ~тауе:r· .тuа&· ~---.. т~~ ·о~-. 
ш', что· xx!jfli =- •g,,111-~; ~ gxx;,i .- -х . · д.а· _.JDriбъц . ··.r~ g€0,,, · ТО · 
струхтура 1¼ (Q}. •~О'&. · Дмr. JidIOrQOбpaзий · верwю · и .· 
обра~-~~ ОСЩ1 . ~~ -, .· ~ .'. ·. ~ · 

сущес-rвует таки·:~-- r~. ·_dp.(WOao).J.IWt · ~ -. ~ 
что ~ -x~~-~ _,..,z _; ~ .. "tОж~·. w,o. ·. 
· r~uя ·i1 :{26}; ~ - кроке ~ . ~-ура ~уац;d 
Jta.'Jбoй- ~ы -д~~ ·-ro · c:ysect•re~ еще. 1'Q'a.· 

. терuраая- щ,онзао}.ЦW.( -~в-· •'. ~ • mждестза : ;ир,/- • - . · 
=-x~ _=-· y:и:.Jtl---x -~ - -~ -· t~.--
'19if . . . . . ' . . ' 

.. ~ за~·uоа •А ~ -G .. =об~- llak. ==~ 1" -~ ;,·· • ·:-;_ ~ , · а;~ ... _:-. в~ ·а .. 

•'1> .-;f14(Q)J..,~>., ~-,--~;8t~ 
~ --: ~ ,~ ·- ~ .~-~ -~ -.. -.·. 
пе- JJeU. --~-•••: -~ ~a:JtЪIЩI- •::.:~ . 
в~ · Rdдetь,it: iaoбxo;iщtnё··• -~ :~--: ,...-~-: 
тормх-:----- . ..,.-r,,.._ Е с &А .· ·· ••-:•c;·~•?"I•;._..,_ · 
r• . 



по.:1уrруппами Е1 и Е2 реализуется как полуг ушtа всех энд~ 
морфиз:мов некоторой алгебры та~ что Е1 оказыва~та, 
подполуrруппой всей моноэндо юрфизмов, а Е2 - подполуrруn
па всех эндоэпп юрфизмо . 

В [7, 8] изучается строение полугруnп эндо орфиз~ ов 
бодных алrебр·. 

· В работах {98~ 9-9] доказ-аио, что для люб~й кош~.аn 
rюрожденной структуры L н цро.пзво.тrыiой rpyrmы А сущест
вуют 7акие алгебры а ·и Н, что сrруктура L изо морфа . 
струк-rуре всех подал е-бр алгебры (] н с:rруктуре всех 
rруэнцnй алrебРЬJ Н, а rpynna А - q,ymw,: з::е.х автоыор
физ11СОв ЗJir.е.бры G и. ~w Н. 

- 3.. O.ur aн:~Тliittt:ПII• . 0.-иr · · Пусть G - алr а. 
с СКС"fе5Ю• оnераца . Q. Д;ла. .'ПОООI оnерации Ф€ а (Ф) :;.:: 
=-11. > О я JDОбых соответствий р1 , ••. , р. (О) onpeдe..,m 
IЮДWОЖ~ р-,. ••• Рл<а ~ 0 Х O еле.дующим обра 

-_ 1'1 • • • PJ» =- ~,, · - z~-.:. !11 ~ • • У.•)} ~-LPi.Yi, i--= t, · · ·, п.}. 
&m ;tmt й операции ш'& • (•)-,; т > О, иа алrеб.ре а
су.щювуm . тu:ие r лаааые производиьrе .<.шt:~.um ~, •.. , ш,,► 
ll (•1J =- . . . . . . · •· 

- . . ¼ ~ - . Xin8 - . .,с ·Х, • • х.т•-' --
=--х11 ·-· ~li-i ..... ..r1.a ••Ах_. .'it,f» 

( 1 }-

длs любыr .:c.i/iil't i == I, .. - , j =- 1, . ~., ~ и, ес.11! ЗJIГ:ебра (} 
обладает '_одиоат.t~ ~еб при ~ RуЛЫЧ)НЫХ. 
о.пер.ац · " :ТQ _-р1 • ~ . rпш ~т coonereт · aлre.up Q_ 

Пр~ (Р.1 • ~.: Рп )•· = Р7 • •. Р;• Я · ·ecs-~l ~ -ri; i == 1, ... , п.., то 
!h ... ~• . -:1 .... -с11а.. Та обра3о ~ · шюжество соот етсr ий. 
,"(Q) алr~бры- а, удовлетао~ще ,цц .пюбых опер · · оо, 
щ'е2 ycJtQ~JitIO (1), _ ц~вращается з уnорядочениую_ О-а"11rе_бру, 
яа ю1'орой · ~ся тоэцества . (l} rrрич:е отображе.яие 
р--+ fl* буд,е.'r ее О.~аатоморфи:uкш,._ а · ., ножес11Ю пода..-vебр. 
~ - G ~ ~nод~.;П"~.й a.11reбpw (:Q). _. 

Для ыаоr~·яержi и QбР3 · утверждещrе ~ - Еслп · 
~aane ·t'_Q~eбi=( т оВО; чrо ·ддя тобой · ,операции · 
11, ➔~• и д.mi л11бШ 1tD ~ : р1; •• ·~Рп й алrебры и 
р ••• . (J4~ . · (,уде? . IiDДaлr.~. TQ . ДЛI тобой опер 
•~St а (. ,.:r;~ : а 1m0rQОбраяи . ·. суЩrеетвуют т-аа:е , rJUlii8we 
.~л:~- ·~ин 1.,. ~ .,~л( 1}~~ то·_ (1) ~ 
. . . -~-· . ~~1'01 . . . . R _JleТQ _ 

a№tAOt]flli. юе-· · ~..-•• -_ r:pyaawAP1S . в _·р.ьrе 



В частности, тождеством (1) удовлетворяют абелевы 0-ал
тебры. Q-алrебра G называется абелевой, если для любых 
~,ш',n.(Ф)~п>О, n(w')===m>O и любых x 1/iG, i=l, ... ~m, 
J=l, .. . ,п, 
Х11 ••• Х 11rШ ••• Хт1 • •• ~=Хн •. • Xm1•<.D' • •• X11t ~ • • ••• Хn,пш' ш (..2) 
и если алгебра Q содержит одноэлементную подалrебру в слу
чае, когда в Q есть ну.лЫ1рпые операции. 

Для абелевой О-алгебры G множество соотве:тсrвий ,(G) 
·можно преаратить в f.2"алrебру друr.яv сnособоы. А иwенно~ 
,определи 

Р1 • • • P,iШ~{(..t, У1 • • • Упш) 1 (.с, уд€рt, i=-r 1, ... , n}. 
При такоы оnр.еделеюm· оnераций . иножесгво , ( G) · аревра
щае'ГСя в уrю.рядоченную- ~лtебруt nричем -алr-еб}щ f .(G} бу

_дет абел~•Jй ~лreбpoit. ·· ·а миожесtво эндсморфизмоа -~,{G)- ее · 
подмrеброй. Д.Пя · миоrообраш1я · !J ~ведд1tао и · обр·атиое 
ут·вержденм: Ес.11и в шюrробразщ~. S дJnJ тобой оnе.раца 
ш€0, п .(ш)=-п · и лJО(5ых ~даморфц~в ~1) ••• ~ Pn nроиз·ВОJtЫrо· · 
~-алгебры: р1 ••• Рп~ . 51вме:rсз эидоморфиэыоы~ то мио-r~ · · 
.зие ~ · абелево,,_ · т. е~ в ка:жд-ой. . iJ-алгебре вшюлnяются . •'1"0.lt
.дестВ'.а (2:} [50}. 

·4 .. -Ио,.._ vе•·'подцr . · ,/ 11 · аиуrреи~· . · тo:м· ot1eDIE!t-
. м-. . . '·• в: ряде . рабо1': изучак,теJJ . мао:rообрааия, s: ~ ._ 
р-ах коюрьr.х колrруэкциа Q.бmдаю-т·_ своfiс-tВ,щ.щ~ · awu1oi:iRU.W- --

. м · сю.ж:тв · · ИOpwlJI ·ш·. дщ1~е~ . t · · i-pyn.n~ · . · · · ·· 
В раооте · · [lОЩ noлytre~·:·IreOO~_цйlilble : и .достатоiшъrе -.ус..IО

вия, · при коюр~1t - ·в · . МJiQf'OOбpaщm · ·сущ.еетвует . баищжа• ·-. 
· Щ'ЮИ300Дf1U · : оnерацня. ai; опредетtющая · JЩД . ха руэиции. _ 
каждой ' •·иtебре, · " r. '6-. каждая ' ' Щ)Ш'ру-ЭН.Ц-ИЯ * nроиззольоой 
~3Лгебры (} ооладает 'l"Щ:ml iiл.accaм;· N:c, что - (g1,:-g2>& ТОГ.ЦВ 
и трл:ько rornt когда .. gtg21»€N ~ В ч.асnюстц, если з . :о• 

-,0бразпи U· ВЫJЮЛНя:ютtя rожд:естI:Щ · ~~у~, х;:к:х_у.1 · 

ДJUt .JrelЦ).IOJ)hЦt : бИ1fЗрны~ rдiтных·. ЩЮИ300,QЫХ '' опе~ЦИЙ ' (D~, 

•<az-; .то one.paцtt.я uaf ·оtrределяет · вид·· коН1'1)уэ.щtнй, на ··• каждой 
. :-алrе~ · : · - · . ·. . .· . · . . : · . 
· По~бра: Н , ат-~ .· q -.t1ззъц~ается . ~мi4щАt :ew о 
ЯВЛЯ~ТСЯ· l(J!aCфil цемо~й , ·KO!ttpyэtщlf;И · алгебры (J,. -д~ 
но [88J, что ' IЮд&Лrебрз ·,_ н .· ~рма.11~1tа и а · ТОГД11{ . и Т0.J1Ь1(0 

· -тогда-. ког. д~ 11.д1i· каждtk~' r JtаШЮй Щ):ОИ3: _-~ц операции· ~ .. ц... · 
:reбps- : й, . tt (Ф)~~ . и .. ЛЮQЬIХ Kt,·· ~ . , g .. ~ · 41, ~. _., hz, ь.;.; ~· ... 
• . . , h:~&f, 'k +.l ~п.~ из тою, . ч,-о- g 1 ~ • ., g,A. - . hfl)€H, -вы:tе.Q(tт. 

_g1~-' .. gJr~~-~-h~~- · . · · • . . . . · ·· - . - . 
Пусть ·в::_:миоrообр~-· Q~:алrебр. Автоы~.,~ -~~ fJ:· 
~ .ВИУ'Тfrе~ :(46]~ еелв -. а ·шюrообр~й· . • - ,сущеtт.: 
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вует такая п-арная производн;~я операция, что для не1'оторых 

g 2, .•• , g/Kl в алгебре О выполняются р нство ga.=gg2 • • • 

, .. . gnw, gEO, и для каждой •алгебры Q' отображение 
x'-+.x..t2 ••• xrrro, хЕО', является автоморфиз ом .алгебры О' при 
любом выборе элементов Х21- •• , .х,/30'. Оказывается, что в 
многообразии групп это rrонятие совпадает с обыч . Пока-
зано [46}, что в любом ногообра:зии мно~ество всех ут-. 
ренннх ав"ТОморфиЗУо-з ираизвольной ,..алгебры G является 
нормальным делителем · в группе всех авrо орфиз и e.cJIИ 

·ср.еди классов некоторой конгруэнции алгебры О существует 
едиж:твеЮ!Зя подалгебра" то ока ивварнантна относите.,1ьно 
внутреsних ав1'0 о · ·мов алгебры О. 

s.: от ош-е- · •• ЗА CИll((X:тll ГЕ х · 

Следуя f 44), будем · rоворитъ, ч-то мttn=-o.-вe О 01'rpe-' 
делено абстрактное отношение зависШ4 tти, ее.ли энде.на та
ЮUI сж:те.ма !) под ножесrв ожестw G, называе ых неаа-

m ъши оодмножесnами, чт.о ХЕЮ rorд и тоJI.ы,о тогда, 
коr-да любое конечное rшд ножес:r ожrеет Х пр.шшдле
DIТ ~. nод.. 1Южества множестш~ Q" не прин дле ащие 11, 
н~юri:я за cltЫЬf . · Элемент g€(J з.авпс.ит от nод на -
с1'Ва Xg;_(]., &JIИ дооG g€X, днбо сущеётз ет тзкое Х'сХ, 

1:f't'n xrEC. И rug-IO. ~ч Черt:3 Х СОВDКуmюстъ ·всех 
ЭJiе?.ШН1'ОJЗ,4 , за-вися:щих: от .множест Х. Если Х€Ю и Х 211;,Q, 
то Х называется , 6.азисо . . . Мож дшtззпь dl., например, 
(441), Ч:ТО . еСЛ:И OТ'iiOllieRЯe 3.а9ИСИ ОСТИ . ~ оf$ладает СВQЙС-ТВОМ 

· ещеюш.,, .·т . . е. рЩ у€Х и y€XUz" следует z€XUy для лю
б · .х" уЮ, то в О существует базис и любые два . базиса 
рmщомощны. · 

Пус,ь те.пе.ръ G-Q-a.JIГeбpa. На О-алгебре О ожно р.аз
лиqн:ы rn сnособдJ. и щюди-rь отношев,ия эаsисимости., i'ак или 
ИitаЧе· свя.аанаые . с операциями Q. Наrrриыер~ назовем .. мы:оже-

. сnю Х С-неззвисим~ {41~ е..сли ни один элемент -уЕХ не при
.. надлежп:r . IЮдалr~бре {Х у}~ 1щрождениой · В алгебре G ПОД- · 

мно.щс-гвоi.( Х"..у . .Ясно, что тогд.а Х=={Х} для любоrQ мно
)1(есrва 'Xr;;_Q'. Вorrpoc . о том·, · ДJВl . каЮIХ ·О.•алrебр вве.д~вое 
отнощенп.е зависимости облада-еt · свойство . з.а~ещ-енИf!, оста- . 

· е-тбi оrкрЫТЪI .. . ·Р-ас:сыотрим те~ерь . отношение -аазнtимости, . 
, зае,децвое . Марч.е~йм {~}, а именно буде~ вдзыRать . п~~ · . 
жесr.во ~ Q~а-лr~бры ·G 'М--iiе3ависиыы.м, -если nодалrебрз {Х} · 
Я:&ЛЯется QЮбод1юй алrеброй с множеством свободных обрз- : · 
аующих Х в ногообразии ~,(О), . nорождеяиом 3.llfe.{JpGй Q ~ 
кл-ассе всех. Q_-амебр~ За . .после-дн-не . годы µоя:аИJIОсь ; о~· . · 
ыаоtо рД1001'·, .ООСШ'i~Х · ,изуrrеюоо .· э.roro ПОIЩТ~ М~.ави-

·129 



... . 
симости (см . , например, {109, 91, 106]. д.'IЯ алгебр с бесконеч_ 
номестными операциями {100, 101 j). Мы остановимся лишь на 
одном направлении этих исслодовnний (см. обзорную статью 

[1101 и библиографию к ней). Q~алrебра G называется v~-алгеб
рой, если- ОСЯкQе ее С-незавнсимое подмнож~ство является 
м-tt~зatsИCtl~iЫM. Можно показ:ать,, · что е<:ЛИ v;-алгебра обла

дает базиеом~ то лtQбые д:ва базнса раэномощ!iЫ. 71:-алгебра G 
называет-ся v:Jt.;;aлreбpoii~ ес;щ отношение зааиtuмQсти на G об
ладает _ свойство~1 за.\iе,ще.ния. Получено полное оrщtан«е 
v* -алгебр: _ _ _ _ 

О-алгебра О- тоr да и только ro.r да ямяете.я - -v*-адrеброй,; 
коr да ока обл-а;цает одкям· из с.л~дуm-щнх свО:йсn: 

1. Все ·производ~ьrе _алrебрзи9:ескt-1е операции на- G явдяЮ1'
ся константами. - -
_ 2_. Н~ а cyщec-ray<.1-r _-таitая rrроиэнодиа~ - - алrебрайческая би- _
нарная оrrе.р<1ция~ ·_ о~«осит.ельно 'trot,01)011- ·о - я~.ш~ст:я -полуr:руп..: 
пой с ед;ищще.f~~: -прн~_- дд~ -K~Ji91.oro -необратимого _ ·эдемецtа 

'х€(1 и для любого у'еа :· вы110.пняеiбt ·--равеuство х-. у,=х и каж~ 
дая произ.оодuая адrебраичеt:к~·я - щrерация: ·: (J) на G у довлетво-· 
ряет rorц1.,et:твy . x1 ••• xit{t)-.y~(~1y)~. ·.(x11,y)oo~ · _ _ -

з. -На а cyщec1'1ЭJtot такие : д1:1е· бинарные .производные а.п:
rебра-нче-tкие 911ерациn ~ а .. : .... ;, оrносителыФ которыi -_О я-в.пя~т
ся квази.llJоле.м. ' rtpиtre.Ы _ лIOPast _ · nроиаво дн:,ая _; - алrебра~1ческа~ 

·операцnя ш- на - а удо:В"1е11Юряе1' _ тождеtтву .. -- ·-
-(х-у :~~1) . • • (X--}'.X,t)ro..-x-:--y _- (х1 . ~ - Xlt , ). 

4~ Алrебра·. _Q четы~хэлiыеttтн:а · и : на О _ .суще.етвуют такая 
_укщтая - дроиз~дная _ алrе.~р~1tчест<ая: -- аnерацtЩ .(t)-1 и ,тащз: rep~ 
нарная nрtЖЗ.1t0дrщя ал~аич~с-х<:эя, оnерацмя ~' ч:то Х:ухюiш2 _-.:::=; 

· :::::; у" хух~ # ·х: - -- . · _ -- : . · - · _ 
_ - 5. На - МН()Ж'еСТве О _<:ущ.ес1;ё-уют та~ фynrta:. nодtтдIЮSОК 

. - н и т.ахое ,- µQ)tМJЮЖЕЩТ1Ю 'OG§_Q,-чщержащ~ ОС4: l¾еntэдnижные 
· точки nе.rо~де-етве:иных . _ IЮДСfщ:iОООк · из --И - и ·- ИЛй:ариаи±ное -
. - относиrелъ~tо · -н~ Ч1'0- -- --&;~ -щхшзводные · алrебраи~ские oriepa- . 

___ ·- __ -цю1 на. Q опред~J1Яю-rс~ vавещ:~~'-lи:_ · .х-1 : -/~ - х~Ф- -=- ~/t, l . <i <. _ 
\- ·<п., Х1,. . :~ -~, ~<ti .._. .А, -Г:~а_ hбJ{~. ·.х,..Щ. . : - _ · -
; _ 6. С.ущесtву~:r -1"~~. :. -поде - ·р, tl,:'0 · Q ЯВJ!Я.е-ТСЯ .-JЩН~ЙНЫ .. 
-_; проо.~ран~ _ аац . Р; ·при~ё:м л~ая :n~'liuя -цроизаодцая 
._ ~алr~раиче(?1'ШJ: s оnер.ацщ~ -- ю-:, - ва tl- ощ,еделяеrся - ращщ~т1ЩМ _ 

.. :·:~~=,~~€P~;t".::·· 
-- 'J!ar.-rcя- дo-.nooIOt?eJU.ao, чт~ : каждая ·IШдст~а , из Н qма;:. -. · ·= . ·:.· . . ..... . - · .. · .. _. . . ,·· . · · . . --

'1-30 - ·- , . 



дает не больйiе чем одной н~riодtЫЖI ой очкои, и.rп у~л ~I 
6, назьшаются v-алгебра:'1.п:. По-друго" 1у, v -- алгебры .:-.101 н 
охар~•ктери:;овать как такпе . О-алгебры, в которых всякое ра
венство вида х1 ... xnw1 = х1 ... xnw2, не тождественное отно-; 

сительно хп, эквивалентно равенству Х4 ·Х1 ••• хп.- 1w (здесl:i 
w1, w2 - п.-арные, ш - (п - l )-арная производные алгебраические 
операп,ии данной алгебры). Иным, чем v*-адгебры, обобщением 
,v-алrебр является понятие v*-адrебры: О-алгебра_ О называется 
'V*-алгеброй, е-сли всякое равенство вида Х1 • .. Xnwl = Х1 ... 
• • • хпФ~, не тождественное · относительно однQГО из xi" эквн-
ва"1еитно равен-с-rву вида xi = х1 ••• .xi_1xi+i . . . .xnw, где 

<u1, ю2; Ф - так},Iе же, как выще; . 1 -< i, j ~ п,,. Нетрудно. ви-· 
деть, что вся-~<ая -v*-алrебра являете~ v>алrеброй. Получено 
описание ,с*-алrебр, из ·которого выrе.к~т, в частности, · что 
классы -v*-алrебр и v*:.;алrебр · различны. Вопрос об описанi-ш 
пр.оизsольн:ых -v:-а.цгебр QСтается . открЫ1'ЬIМ.. . . . 

· С nо.~ощъК> отношения . зависимости, опреде~1Iенного в алrе~ 
ра.,:. ек.отороrо класса 1; можно · ввести понятие алгебраически , 
з-амкnутоrо а.ц~браиче.скоrо · раtщирения. · При некоторых ус;лн• 

. виях аа класс · и отн-оrµеuие за1щсимосrи. ·. удае'тсf! доказ.аrь. 
теорему . о с.ущt;ствован:Щi 13; .. единственностй : ·.алгебраического 

. зil.Д1Ю1утогq._ _U,reб_paн~et!{or9. расщиревi1я · д.-;щ iцобой •алгебры · 
· (44" 77], из _которой в_ы:tе1<ае1'., 'На-прим~, клас·сическая теор~ма 
д.mt оолей. . . . . . . . 
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