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ВВЕДЕНИЕ 

В пос.педние деСЯ'l'иnетия в матема'l'ИЧескоR физике уделяется 

бо.пьшое вниа.вние изучени~ точно решаемых непинеRных эвопщион­

ных уравнений. Для их интегрирования црив.пекамся ue'l'oцьr р~.эпич­

ных обпа.стей совреwенноА математики - обратной задачи теории 

рассеяния, апгебраическоА геометрии, теории групп и а.JIГебр Ли 

и др. Изложению Э'l'ИХ wетоцов посв~н ряд uонографий 

[ 1 , { 9 , .Z t " 3 s- , 3 ~ ] • 
Цепочка Тоды, описывапцая эво.11щи10 систе11~1 частиц с экспо-

ненциаnьньш вэаиuодействиеы uежцу соседями, являе'l'СЯ одной из 

фундаwентапьных не.11инеАных дискретных uоцепей. Эта система нели­

нейных дифререtЩИа.пьно-разнос'l'ных уравнений обпадает бопыпиu 

число:.а приnожений в раз.пичных об.пастях естес'l'вознания (сu.,на­

цриwер, [ 'Yf ] ) • Сво!.tс'l'ва цепочки Тоцьr во uнorou ЯВ.JIЯ'т'СЯ ха­

рактерньши дnя интегрируеuых не.пинеАных дифf)еренциапьно-разнос'l'­

ных уравнений,~поэтоuу многие методы интегрирования сначала цри­

uеняются к неА, а затеu, поспе соотве'l'ствупцих uоцификациR, пе­

реносятся на раэ.пичные обоб!IfЭния. Одниu из таких обоб!IfЭНИй.явпя­

тся неабеnевы цепочки Тодьr, в которых ро.пь не~звес"rных играт 

uатрично- и.пи операторно-эначные функции. Впервые ввеценная А.По­

пяковыu, как дискретный вариант уравнения ГJIЗВНЬIХ кираJIЬных по­

пей, бесконечная в обе стороны неабепева цепочка Тодьr исспецова­

пась Ы.Бруши, С.В.Аанаковыu, О.Рагниско и Д.Леви в [ 42. ] ме­

'!'Одаш! обратной зацачи рассеяния. И.М.Кричевер в [ 2. S ] поиучи.1 
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явные выражения дu периодических решений в 'l'ерминах 'l'Э'l'а..функ­

ция. Jlи-апrебраический поцхоц рассuа'l'ривапся А.Г.Реяавноu и 

М.А.с.еuеновьш-Тян-Шанскиu в [З О ] • 
Нac'l'OЯЩlJI рабо'l'а посвящена интегрированию попубесконечных 

и конечных неабепевых цепочек 'l'Ипа Тоцы. 'l'O ес'l'ь непинейных диф­

фе,ре,щиа.пьно-разностных уравнения, ко'l'орые UOГY'l' быть записаны 

в форме Лакса 

где 

L(t)~ 

о 

Ai ( "t). , · ·. 
' . 

' 
' 

' 
-, __ A"(tJ, --~n(tJ, -cn._(t) 

' ' 
' 

' ' 

' ' 

(I) 

( 2) 

- 'I'рехциагонапьная матрица порядка N f. DO • з.nеuеН'l'ами 

которой явJIЯmся операторы из --;/. (Н) - пространства ограни-. 
l. ченных :пинейных операторов. действу!ОЩИХ в некотором банаховоu 

и.пи гихьбертовоu пространстве Н (операторы An /1') ( n ~ N) 
счита!О'l'ся обратиwuи) , а А ( t) - некоторая конечноп,иагонаJIЬ­
ная автрица того же порядка. опера.торные эхемеН'l'Ы которо~ зави­

сят O'l' эхеuеН'l'ов uа'l'рицы L ( t) . ( Между эпеuентами А n 1 8n, С" 
{ У'\ ' N ) матрицы { 2) , вообще говора, существу"Jt' некоторые 

связи.) Наря,цу с uа'l'рицеЯ L (t) , uожно рассt.е'l'ривать разност­
ное выражение, для которого 11:,1 сохрз.ниu 'l'O же обозначение. деР.-

ствущее на поспедова'l'ехьнос'l'и ( Ц \"'\) ~ ~ 0 векторов из Ч : 
(3) 
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с краевым усповием U-\ :.О (еспи /\/ L t::P , цобавме'l'-

ся епtЭ одно краевое усповие U -..11 " ~ О ) • 

В рабо'l'е развивае'l'ся ue'l'oд обра'l'ноА спеК'l'ра.пьноR зацачи 

инrегрирования непинеАных дифf)ереJ:ЩИа.пьно-разнос'l'ньrх уравнения 

ви_ца ( I). &ro'l' ме'l'од. основанны!t на применении обратной спеК'l'­

рапьной задачи д.пя !tпассических яхобиевых ъе'l'риц. бш впервые 

предложен. Ю.М.Бе,резанским ( [3 ) I; .L] ) дпя ИН'l'егрирования 
по.1убесконечной цепочки Тоды и позво,rи,1 с'l'роИ'l'Ь решения ц.пя про­

извопьных ограниченных начапьных цанных. не уцовnе'l'воряgцих ни­

каким асиЫП'l'отическиы условиям при r'\~ {Х) • В [ f , i > !i & J 
ме'l'од бып перенесен на конечные цепочки Тоцы. а также на спучай 

неизоспек'l'раJ1Ьных дефоръеций. Для применения его к урзвнениям 

вида ( I) необходим аналог пряuой и обра'l'ноА спек'l'раnьноА задачи 

дпя разнос'l'ных выражений с о:ператорНЫШ! коэфf)ициенrаuи ( З). В 

случае опера'l'орных якобиевых ма'l'риц. 'l'O есть, когда \-\ - гипь­
бертово пространс'l'во и 

A'n>o, 'о"'-:,.~ (4) . 

подобная теория бы.па разви'l'а М.Г .Крейном ( [ 2.2.. ] ) п..пя спучая 
матричных коэфf)ициеН'l'ов. а затем Ю.М.Березанским и В.Г.Тарно-

по.иьскиu ( [ 4 ' '34 ] ) ДПЯ пр0ИЗВ0J1ЬНОГО гипьбеР'l'ОБа простран-
С'l'ва 1-/ • Однако при изучении уравнений (I) часто возникаl\71' 

разностные выражения (3), не явпяQЦИеся сmо,этриЧНЬIШ!. Спецуя 

рабо'l'ам [ .2. =t > ~ i ] В.А.Марченко и Ф.С.Рофе-Бекетова по спеК'l'­
рапьноЯ 'l'еории несамосопря~сенного оператора Штур11З...Ниувиппя, 

D • .П.Кишакевич ([.2.0 , 2\] ввеп обобщенну" операторну,о спеК'l'раJIЬ­
ную фунJЩИю дпя (3) с коэфр~иен'l'ами из 2 (~) , гце Н · -
банахово прос'l'ранс-rво и рассмо'l'реп обратну~ зацачу _ц,rя час'l'ного 

случая А"-=- Cn-::. f ( n € Z. +) • ( Нескоиько О'l'JIИЧНЫА поnход приме- · 

нип Г .JП.Гусейнов в [ 14 ] при изучении якобиевых матриц с коШI-
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пексныuи коэфрициентами.) 

В Э'l'Ой рабо'l'е рассмо-rрен анапог прямой и обра'l'ноА спек-rрапь­

ноя задачи дпя попубесконечных, конечных и бесконе~ в обе с't'о­

роны разностных выра."lения вида ( 3) •· При решении обартной зацачи • 
наряду с аналогом процедуры псевдоортогонализации, oпиcaIOfott в 

книге С 5" ] • попучены формупы для козсfфициентов ( 3) , обобпр!l}­
щие к.пассические форыупы, выражающие злемен'l'ЬI якобиевой матрицы 

через момен'l'ЬI спеК'l'раnьноя меры. Кроме 'l'ого, доказана 'l'еорема, 

характеризу!DЩУя обобще~ спектральную функци"' бесконечного в 

обе стороны разностного выражения (3) - обобщение резупьтаm для 

к.пассических якобиевых ае'l'риц (cu. [-2, ·SJ1. 

Эсrи результа'l'ЬI дат возuожность распрос'!'рзнить метоц обрат­

ной спек'l'раnьной задачи, развиmА в С -з· , ; ~ i ] на спуqай урав­
.нений вида {I): повубесконечных и конечных· неабепевых цепочек 

Тоды и Во.пьтерра. 

Выбирая в качестве коэсfфициентов (3) JоВ'l'рИЦЫ специального 

вида, uожно попучить из (I} разпичные цепочки обычных цисfферен­

циааьно-разностных уравнения ( см. , например,( 9 J ) • В работе 

paccuo'l'peн пример такой редуIЩИИ редукции - разностный анапог 

уравнения uКцФ. Отме'l'иu, что эта систеwа была также по.иучена 

Р.И.Ямиповыu при кпассифиу.ации дискретных эвоп,ационных уравнений 

по признаку бесконечномерности апгебры сиuметриА. 

ri:c\arpя на то, что бесконечные в обе с'l'ороны цепочки могут 

быть записаны в вице ( I) , ( 2) при помощи процедуры удвоения([ J), 
применение к:-:ю1~сметода обра'l'Ной спектра.пьноя задачи значи'l'епьно 

успожняется. Эоrо uожно набл~оца'l'ь уже на примере обычной бесконеч­

ной цепочки Тоды 

а~- i 0.. ~ (~hт-\-Q,("\\ ~(\ ~а~ -о~-~ ( r.G·Zpn"70,Q;n ... ~~).<5> 
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Известно несколько спучаев, в ко'l'орых можно ПОС'l'рйИ'l'Ь решения 

(5). В периодическом спучае: C\,,(t)=OмN(t))€,"(i:)-:. ~n-tN(t) 
задача интегрирования систе№а~ быnа сведена к проб.иеме обращения 

Якоби в [ i; ь ] , за'l'ем И.М.Кричевер в [ .2 4 J поnучи,1 явное 

выражение дпя решений в 'l'ерминах тэта~кций. Ин'l'егрирование ме­

тодом oбpa'l'нoit задачи рассеяния при предпоиожениях 

о L п га.,(о )L. 00 1 L ~"(о)\ L 00 
11G Z ' nG.Z. 

было выпопнено С.В.Манаковым [ :;_ ь J и Г.Фпапrкоn [ 44 ')4S- J . 
dаконец, решение в классе операторов Ги.пьберта-illмидта и в классе 

ко№Jак'l'ных: опера'l'оров было ра.зпичныuи методами пос'l'роено А.Ю.Да­

лецким и Г .Б.Подкопзиныu [ 15" J и Н.В.Жернаховым [ { & J • 
В данной рабо'l'е для произвопьных ограниченных в совокупнос­

ти начапьных данных получены форuуRЫ дпя коэфflициентов рядов, 

представляющих решения систеwы (5). 

Кратко изложим содержание диссе~и. Она состоит из введе­

ния, двух гnав и сШfска 11И'l'ера'l'уры. Испоиьзуется сквозная трехин­

.дексовая нумерация всех форwу.11 и утверждениtt: первая цифра У1(азы­

вае'l' номер главы, вторая - номер параграфа, 'l'ретья - порядковый 

l номер в предеnах данного парагра(fв. 

Первая г.11ава "Пря.ея и рбартная спек'l'ра11Ьная задача для 

разностных выражений с операторными коэфtlициентами" посвящена 

вопросам спек'l'раnьной теории разностных выражений вида (З). 

В § I.I изnагаmся необходимые сведения спеК'l'ра.nьноtt теории 

якобиевых матриц: прямая и обратная спеК'l'ра.пьная задача для опе­

раторных якобиевых ма'l'риц, процедура псевдоор'l'огона11Изации; форму­

пы, выража~е элементы полубесконечной якобиевоА ма'l'рицы через 

момен'l'Ьl спектрапьной меры, спек'l'раnьная теория конечных и беско­

нечных якобиевых матриц. 

( 
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В § I.2 рассматриваmся несиwuетричные разностные выраже­
ния вица (3). действупцие на поспецоватеиьности веlМ'оров из не­

которого банахова пространс'1'ва Н • В п. I иажцому поиубеско­
нечноuу разноС'!'ноuу выражению (3) ставится в соотве~rс'l'вие обоб­

щенная спек'l'раnьная функция ~ ~ f=<.\-\ )" Р(н)~ ~ ( Н) , 
где ? С 1-\) - пространс~rво поmtноuов с коэфflициеН'l'аыи из 

::f_ (1-1). R - пинеАна по кацой переменной и для пrоых R(:,\) • 
Q(.,\)c Р(Н) "> т'\ ,Т2. Е ~(Н). R.(r~ R.(-A),Q())T~) =-

. •T"(Q.('Q.())JQG,\)l;_. Кроме того, выпо.лнямся"соотноmения орто­
гонаnьности" 

R( PrJл), р:_ (~ ))~ Бrnn i (r. 1 m <= Z-t) <б> 

для поспедова'lеиьностей похиномов (Рn(л))~~о ,( Р'"'4 ( л)):=-о " 
заданных рекуррен'l'НЫМИ соотношени.яии 

р_((л)-=-Р.:-/л)~о}Ро(.л)-=-Р:(л) ~ i, 
А r"I-\ Рrн(л)+ В n Р..,(А)-т(n PI"\+\ (.>i)~ ,л РnСл)) <?> 

Р,.~\ (л)Сh~\+ Р; (л) ~h-t" р,:_/л)Аn~;\ Р: (л) (-nf Z+) 

Доказана 

Teopeua I.2.I. Дпя того. Ч'l'Обы би11Инейное отобр!жение 

R: R~))( Р(н)~ ;1_(1-\) явJIЯ.11ось обобПJ3нноR спектраnьной 
функцией некоторого попубесконечного разностного выра.'!tЕ!НИЯ ви-

да (3). J-1.еобходиuо и достаточно. trroбы выпоиняпись ус.повия: 

I. R ( i ) i ') = i ·, 
21 R ( ;\ n_ 1 /\"' i)= R(.л nтmi ,1}=-Sмm 'v '((\ 1 n €. Z + ; 

3. Поспецоватеаьнос-rь с sli) ~~о • котору,о 1,1,1 назовем по­

СJ1ецоватеиьность?J аюментвв отображения R • невыроцена. то 
есть для итого f"\ f Z + опер,. тор-матрица ( ~ j+k) ~ 

1 
\( ... 0 

пяе'l'ся обратим.~u оператором в прос'l'ранстве , µ е, . , е Н , • .. 

яв-
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Если разностное выражение (3) иuее'1' вид 

(Lu)n-:.An-~\..\1'1-.\ -+-Bi'\,ц/-+Цl"l•I (nf 'lL-t- ,ц-· -=-о)' 

то теорему I.2.I аюжно уточнить с.uеду!)!ЦИN образоu. 

(8) 

Теореш I.2.2. Мецу О'l'обраиениями R , уцовJ1е'l'воряnци­
ми усяовияы теоремы I. 2. I и разностными .выражениями L вида 
(8) существует взаимнооцнозначное соответствие, которое заЩtет­

ся форму.uаwи 

R()n i,i)-:.St"\~(L h)oo (n(f Z-+) <9> 

,- А~ -_Q (л Pm-1~ (л\ Р; (л)) )~>""'-=- R (л Pm()) J);~))(mfZ"+), 

где поспецоватеJ1Ьности полиномов Р"(А)~ ;\"' i т ... ·; Р: (,\) (rн:~ Z т) 
однозначно восстановлены по R при помощи процецуры псевцоор­
тогона JIИзации. 

Справедливы рекуррентные формулы, позвоnящие восстановить 

коэфрициенты ( 8) по моментноА пос.педовате.пьности ( S n );: о 
и обоб!liiющие аналогиЧНЬiе формулы в скалярном случае. Пусть 

(m) се (m ))lYJ 
~ -=- .:>..., 1'\:.о -uоuентная пос.пецоватепьность, о'l'веча100Jiя 

"сдвинутому" разностному выра.,rению ( L "'u) n =-Д r, + m-\ l\ n-• + 

-tQ ц -+ 11 (f'lfll.-+ u_\=-о',Поnожии u Y\-тV"n \"\ V\I'\-;-~ ) ) 

'On(S(тn))= 2..(-\)~"''Sl~) ... s~:) (n,mG.l+,<fJo:1). (IO) 
• ~ -+' - • . 
1.,i .• , t.1<-1i 1t.1, ... 1t.к~l 

Теоремэ. I.2.З. СправедпиВЬ1 рекуррентные формупы 

~~rм\)-:.'E)I'\•~ (<;~h\))<k)2. (~(m)}\ > 

Вм:. s/h\\ д rn ~ S~"") -(S1{v-n))~ (h /1"\ G z-i-) ... 
(II) 

В п. 2 § I.2 резуnьта'l'Ьl п.I перенесены на сJiучай конечных 

разностных выражений вида (З). Доказана 
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Теорема I.2.4. Для того, чтобы последоватепьность опера­

торов из =f. ( Н ) ( S n):: 0 .. являлась моментной последова­
тельностью некоторого разностного выра~ния вица ( 3) ( N L ()О) 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия: 

I. So -=- .1. 

з. Цри n~o, ... > N оператор~трица 
ется обратимым оператором в пространстве 

явщr-

П.З посвящен бесконечным в обе стороны разностным выра~е-

ниям 

которые при помощи процедуры удвоения приводятся к виду (3), 

следовательно, им мо11tет быть поставлена в соответствие обобщен­

ная спектральная функция R • Справедлива теорема, оообща"JЩЗя 
теорему I.I.4, доутзанну~о в [ i3 J . 

Теорема I. 2. 5. Для того, Ч'l'обы отобра,кение i<.,. , удовле'!'-

воря10Щее условиям теоремы I.2.I, явпя.пось обобщенно/;\ спектра11Ь-

,,. ной функцией некоторого разностного выра.'l!tения ( I2) необходимо 

и достаточно, чтобы для его моментной послЩ>вате.яьности 

( <; n) '::.о = S выполнялось лrоое из эквивалентных ус лови~: 
I. Для любого Г\ Е: ~+ l;0 S,:: [<;/J] Sn-~= [ Sn.н ,Т J. 
2. для лrоого Г\ 4 2 [~t"\ (S)) Т] =-о. 

Здесь .<fJt"\ (~) задается формулами (IO), Т-:. ( ~ ~) -
В§ I.2 приводятся также условия, харак'l'еризущие момент-

ные последоватевьности разнос'l'ных выражений ( 3) , ( I2) , для ко­

торых В"' -::.. О соответственно при r'\ € Z+ или У) 6 "Z. 
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Глава П "Интегрирование неабепевых цепочек непинейных 

уравнений" посвящена разви~rюо ме'l'оца обратной спектрально!t за­

дачи для уравнений вида ( I), ( 2). 8 § 2. I рассма~rрива1!11'ся неа­

бепевы цепочки, связанные с разноС'l'ным выражением (3), коэфf)и­

циенты которого удовr.етворя!О'l' успови10 (4). ·общий вид таких це­

почек 

где 

{ IЗ) 

в"' -:. А n-; е"н -В nA n-t An <Р" -<pn-\ А n-~ Bn 1[-~ ь t"\) 

( '('\ r;, Z ... ·, А-\ -=-о; t € [О,Т))., 

<Р ~ . е с nбZ-r) нахОП,Я'l'СЯ ИЗ соотношений 
n I n > 't'"1 -1 

0n ~ А~~1 ... А~\еод,., ... Аn ~"'"" А,,.. ... А~ сроА~1 
.•• An- ~., 

· 1,r ,,r (I4) 
Д r"l~H;,1\Jl"+~J\11-~: An 't "'-t't'h A"'+6,})n-i1i-+ бn+ 1 фn -
- Br"\ е n - q)"' ~ n 

t h G Z .... ).Конкретный вид систеыы ( IЗ) зависит O'l' вида неизвест-
ных А h, В... и выбора ера~ 1 е.., . Например, если поло-

'l'O система (IЗ) эквивалентна. бесконечной цепочке Тоды (5). 

В п.2 исследуется эволюция спектральных хараК'l'еристик 

разностного выражения L ( t) , удовлетворя~ощего уравнениl!> 
Jlaкca (I), которое эквивалентно системе (IЗ). В данном случае 

L (t") - якобиева матрица, которой соответствует оператор-
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на.w спектрапьная мера d g( Л ·, t) . Показано, Ч'l'О J g ( Л · > t) 
эво.пщионируе'l' согласно уравнени-о 

d g ( л ·,t)::-(~ Ct)+8o(t) А~ (t)(л i­
- ~(t)) d ~(;\ ·)t)-t dq( л ·, t) (lfo (t)-t (;\ 1-
- 6.., Lt)) А~' (t)C~\(t)). (t\ Е IR. i ·> tE: [о>т )) .. 

( I5) 

В частности, в случае бесконечноq цепочки Тоды уравнение эво,m­

ции МS.'l'рИЧНОЙ 2,с2 СПеКТраJIЬНОЙ меры d 9 (Л > t) примет ВИЦ 

~c\g (,л·,t)~:r(лi-+(i - , ~q-'))do()·t)-т 
2а_~ 'оо :> > 

( i (i-\ 20-i)i\J с- с··\ О ) .(Iб) 
4- d g (~ ·, t) Л - 2.С\_\ ~о j • J : О --\ • 

Наиболее простой вид уравнение (I5) имеет в случае системы 

" 2 2 1 - 1\5: J В"' =-An -An-,..1r 2. L Bn, " 

Д ~: -~ (дn(1\Jl'~\-tt)rн\J~-тt)n)~ ")(nt.l т)J.-~=-d(,I?) 

где Чfo=otV~ (hf!N) 
) 

опрецеляются из соотношений 

В п.З доказана 

TeopeJ.1:i 2.I.I. Для произво.пь.ных начальных данных 

( A,Jo) 1~1'\(о))~-::.0 ограниченных по норме В совокуI'ПfОСТИ, 
сущес'l'вует и единственно решение зацачи Коши n.пя системы (I7). 

Процедура построения решения такова: по начальным цанньnа стро­

И'l'СЯ операторная якобиева матрица L (О) и отвеча11J1Ря е~ 

[page 12]



~ 
/ спектрадьная uepa d q()i ·> о). ЭвоJ1щия спеК'l'раJIЬноА меры заца-

ется уравнением 

d9(л· ,t)-= Х (t)e,\td9(;\))) x~_(t) > 

где 

В произво.пьны~ момент времени t f [О> -+ею) решения А t"\ (i) 
~n (t ') восстанавливаются по спектрапьной мере d 9 (А ', t) > 

при nor...1Qщи срорм~J1: 

ArJt) ~ S' л Рn(л ·,t) d ~(X,t) P:+(J, t \ 
-оо 

Otl 

Br)(t)~) л P"Jл ·,t)d~C~ ~t) р~ (л ~t)(nEZ+)' 
-оо ( I8) 

Где ( Pn с~ ·,t))::O - СИСТеШ ПОЛИНОt.ЮВ, построенная ПОСреЦ-
СТВОU псевдоортогонализации степенеt\ i )A i 1 ;\ zj, ... относи­
тельно меры d ~ (л .) t) ' то есть 

S ? t"\ (А ·)t) d 5{А ~ t) Р: С~·, t) :: 6 rr1 n .i J ~ 1 n f: Z +). 
-оо 

В п.4 рассматривается связь uежцу система~(!?) и система-

ми 

(20) 
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Системы ( I9), ( 20) эквивалентны и явnя'О'l'ся ограничениями на. 

попуось неабелевых цепочек, рассмотренных в [ 4:Z.] • Обозна­

чим через Х -:. Х ( t) реmе~ие урэ. внения )( ::. ~ Х r;.-f ~ 
~ Q l.5o ., 

Х (о):: i . Рассма тривамся репiения ( 20, , уцовлетворя"ЩИе 
условию: 

Для Л1000ГО 

самосопряжен, 

С n~IJ',/) 
Справецлива . 

-1 • ,( 
оператор Х G ~ Х -

с о 

а операторы Х G:-i с; Х _, 
о ,., 

само-

(2I) 

- положительны. 

Теорема 2.I.2. Между ·решениями системы (20), уцовлетворя­

~щими условию (2I) и решения~ системы (I7) существуеrr взаим­

нооднозначное соответствие, которое зацается соотношениями 

G-1'\•H =- с;о x-t Ао .. ,Аn_,..д: А r,-\ ... дох" 

ё,. n :_ Go х -i А Q ' .. А n-i в("\ А n-\ i, 1 А ох ( n f z +)) 
. ~ 

Х: 2 В~ Х. 

П.5 § 2.I посвящен применениl!) полученных в пп.I-З резулъ-. 
татов для интегрирования конечнодиагональных потоков Тоды, ко-

торые изуча.r.ись в [ Ч ~ ] • В этом случае разностное выражение 
( 3) , фигурирующее в ~вне нии Лэ.кса ( I) , имеет виц 

(L ц) ~ = Д ~-{Un-·\+ ~Un+Д nUn (nf Z +> Д_i =-О)"> 
где А f'\ , ~Т'\ - конечномерные матрицы с цеttствительными элемен-
тами, причем ~1"\':. ()~ , а А,.. - нижне'l'реугольные с попо-
жительной диагональю ( t"\f. Z-t). Соответству~я хонечнодиа­
гональному потоку Тодьr нелинейная систе№ может быть записана 

в виде 

[page 14]



( 

\?)У)~ 2. (Д n Д; -А n-~ Д :_i J-+ [ t) n , D n J 

АУ\::. An(Bn~11-тDr\1·~)-(Bn+Dn)A ~ (д_,-:.о, nEZ+)S 22) 

Здесь (D 1,)j~=-'->~n (j--к)(Bn)j k (j)~-=OJ ,,, N-\., 
где N - порядок матриц А n, В n ) • Используя поnярное раз-
ложение Дr/())~Cr/0) Vr-. (О) , где Cn(O) '> О , а Vn(O) 
унитарная wа.трица, построИ11 блочно-циагонапьную матрицу 'U(o}=­
a ( 1.. ,Vo(o) , ... ,v,{o) )Vn(о)/.).тогда RОэфрициеН'l'ЬI разностного 
выражения -Ц ( o)L(~ 1,.\-1 ( о) удовлетворяm услови10 (4) .Доказана 

Теорема 2.I.З. Для п,роизвопьных ограниченных в совокуп­

ности нацальных данных(АnСо), B ... Jo)J ::0 с~ствуе'1' и 
единственно ре111Эние задачи Коши .дnя системы ( 2.I). Процецур.9. 

построения решения такова: по нача.пьныы данным строится опе­

раторная якобиева ыат,рица 1J (о) L(o) lt-\ о) и соотве'l'С'l'ВУ")­
щая elt спектральная мера d ~ (А 'i О) • ЭвоJr!ОЦИя меры за.дается 
формулой 

d 9 (л ·;~) =- х (t)eztttd 5'(.л·) о) х~'{ t)~ 

где Х ( 1:-) - нЮ1tНетреуго.пьная с положите.пъньrми диагональными 

элементами матрица, удовле'l'воря"JЩ!lя уравнени10 

XYt) X(t)~( f е 2лt J si С\ 0(. 
-ос 

В п,роизвопьньrй момент времени t по d ~ () ~ t) вое стана в-

:пивается при помощи фарыул (I8) коэф:J)ициенты операторной якоби­

евой wа.т,рицы L(t) . Тогда ,8n(t) и B~(t) являтся 
коэф.рициентами L ( t }=- 'LГ .\ ( t) L ( i ) 'U ( t) , где унитарньrq 
опера'l'ор 1A(t}=-d~a~(l,il,[-t)11"J однозначно опредеме'l'ся ус­
повием нижнетреугольнос'l'и .етр~ А n (t) ( У'\ f Z:. -t). 

( 
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В§ 2.2 рассма'1'ривамся попубесконечные и конечные неабе­
левы цепочки, связанные с несимuе'1'ричньши разнос'1'ныuи выра1!аЭНИЯ­

uи вида (8), ана.пог прямой и обра'1'~осt спектраиьной задачи ция 

которых бы.п получен в§ I.2. В п.I описан общий вид цепочек," до­
пускаJQЩИХ предс'l'авпение Лакса (I). Именно, показано, Ч'l'О для 'l'О­

го, Ч'1'Обы иuе.по смыс.п уравнение (I) с L(t) вида (8) необхо­
димо, чтобы коэфрициенты конечно-циагонапьной r.етрицы А ( t) 
или соо'1'ветствущего разностного выражения 

(Au\,~ i C~nUм·.1 (У\Е .i-1-, С pq,=0 ПР\.-\ рт С\, LO) 
J :.-'{. 

удовлетворяли рекуррен'l'нъш соотношениям 

<: . -=-С . -т( ~ -Е) . с +С А 'J-A с 
р 1 Jт\ t°,J р.,.",°.\ JтРт\ J р+\,) f'"'~,~ :н?+1 j-\ ?t~j-\ 

( О ~ ? f: rn , j G Z+), 

с -р ,:i =-(А j-, с-? ,j-, + f\C -р-, )j + с-Р-2.,j-н - с-1>-2,~ -
:_с-~-\ ,j t)j ~p-,.) д-~~fН (-\ ~ р f: t ·, j ~ р) • 

Тогца неабе.пева цепочка, эквивалентная (I), имеет виц 

А h: А n с o,ri -Co)n+\ А 1'\+ с_~ n-t-2,-c-'2. nн+ Вм, с\ -
• , - ,n+t -с Q. (23) 

- \ } (\ Н (.)n , . 
1t> '("\~А n-\ с\ )n-,-C \ )'()А f'\ --с-,,rн,,-с_, ln + [В" \Co,n] 

(\"\€ z"t) д_,-=-о) 
и ее вид полностью определяется выбором 

Найдено уравнение эволщии обобщенной спектрапьноА фую<ции 

R_ , отвечающей разнос'l'ному выра.11:енюо L (t) , которое явnя-
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ется решением ( I): для лrоых 1J (~) 1V (,,\) - опера'l'орных попи­
номов с постоянными козifфициен'l'ами из j_ ( Н) 
~(L\Сл) 1v(,Л))*=- R(UCЛ) ,QiU)\/Cл)­
- ~(11(л)Q ?-(л)) v(л)), 

где 

O~(л)-=-~Qjлj=-f o.i= iс 1 ~\Сл) 
j:o j.:o J j:.o ' 

+ 

( 24) 

а р к Сл) > pj (л) - полиномы ИЗ (7). 

Обратно, если дм неко'l'орых попиномов 0-t ().), Ог(..\) O'l'Oбpa-
R. ::.R.(t): Й}\)'iР(Н)~ J.. (Н) жение , удовпетворя~.цее усло­

виям ·rеоремы I.2.I, зво.11щионирует согласно (24), 'l'O восстанов­

леннsе по R. разностное выражение L ( t) уцовлетворяет 
уравнеНИ'О .J:акса (I)' причем коэфрициеН'l'Ы А (t) равны 

с_" Р ~ Q с ?РСл) 1 Q, (л) Р;" (л)), 
Cs 1~ = R. (Ро,-Сл) Q2(л) ) D;+j Сл)) 

( \ f \< l. t ·, ? ~ ~ ·, О ~ .) f m 1 q, Е: Z +) · 
В п.2 изучаrотся примеры систем вица {23) - полубесконечные 

неабелевы цепочки Тоды и Вопьтерра. Для неабелевой цепочки Тоцы 

A r.-=- ~n+~ AI"\- Дn t)r-, 1 ~ -=-Ar.- Ah-J, ( 25) 

( n б Z+ > А_, -=-О) доказана следу!!Щlя 'l'еорема.. 
Теорема 2. 2. I. Для произвольных начальных данных 

с А lQ\ р,. (0:\ \ ОО , ограниченных В COBOt(j'ШiOCTИ, решение 
У1 1l1Un\..'JJn:.o 

задачи Коши для сис'l'емы (25) сущэствует и единственно на некото-

ром интервале [О> Ф) ( 6 >6) . Процеп.ура пос'l'роения решения 
такова: по начальным данным строится разностное выражение L (о) 
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( 

: 1 

1 ' 

и пос.педовательнос'l'Ь моментов Sn(O}-=-(L("!(o))oo (nG Z+); 
значения wоыентов для произвоЛрного t f. [О> б) зада1М'СЯ 
форыу.паwи >о::: 

<;nCt)·([%-sn.._Co))(i
0

t1<.t ~ .. Со)( (,.,t z .. ), (25) 

наконец, форuулы (IO), (II) позволяm восстановить неизвестные 

функции An(t) J B\"'\(t) • Если, кроме того, на неко'I'ором интер­
вале [t~ >t?.J (t 1 ~ Б') последовательность (23) невырожцена, 
то функции А n (-\:.) > В,..{\), восстаАовленные по ней при поwщи 
(IO), (II), уцовлетворя~т системе (25). 

Совершенно аналогичная теорема справедлива пля неабелевой 

цепочки Вольтерра 

А.,... -=-An-.A.An-Ar"\дn_,( nfZ-t )А-\~о) (Z7) 

с той разницей, что звоJIЩия моментов в C1t"Jttae ( 27) зацается 

формулами 

s~n(_tJ =(~о t: ~ S~vн~)(o )( to ~<;Z<. Со))-\) 
. 

$2h-\-\ (t') ::.О ("' f. Z +). 
• В п.З проводится ре_цукция цепочки ( Z7) к разностному ана­

»огу уразнзния ~ 

О"' =-( С.1.1"\ - \)( С. n+ ~ -Qn-,J ( ~ Е d:-t >q -t = - \) (28) 

пy'l'eu выбора неизвестных А " в ( Z7) в виде 

Ain :.(Q2nн-i)dL~(Q '2n-i >Q'2.n+l) 1A2n1 ~-=-(C2.l')+~..,. 1)>' 
·'f. d ·1сщ. ( О -zn+l + ~ \ Q ~(\,~ -1) • 

Соотnет~твующа.я последовательность моментов в Э'l'OU с.nучае имее'l' 

вид ~'"'::. cJ ~G..Ch · cs ~n 2). ПоЛО!'tИ!& 
-с "',~ , ., ,, 

bn ,Jt): d.et ( !о S J+<+>p,t (о)f;т ); ,••о ( i. =i,2). 
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Теорема 2.2.з. Дц произвоаных на.ча.иьных данных 

( а"'(о)) : 0 , ограниченных в совокупнос'l'и, решение эацачи Коши 
для сис'l'еuы (28) сущес'l'вуе'l' и единственно на ИН'l'ервапе [О>~) 
для некоторого О '> О и зацае'l'ся формуиаuи 

О. G1"\ (t)-1 = D,n-~,\ (t) D'?.n~,\ (-t,} ~n,2 (-t) 

0.2rit)-t\ D,n-\,,(tJlknт\,G(t)D:\""\,'I (-t) ' 

ll.4 § 2.2 посвящен переносу результатов пп.I-З на спуча~ 

конечных неабе11евых цепочек • 

.f 2.3 посвящен прщс'l'ав11ению решения бесконечноR цепочки 

Тоды (5) в вице ряда по степеням вре~ни t . Пус'l'ь начаJJЬные 

данные для (5) (On(0),16тJo))~-:-oo ограничены в совокупности. 
Для фиксированных n~Z, К >'О paccwo'l'pиu конеЧI-IУ"' якобие­

ву матрицу 

~t\-кСо) 

L(n ,К,о)=- ¼-\< (0J 

о 

.) 

которой соответс'l'вует набор спектра.иьных цанных: собС'1'венные . 

( \ )2.K't'\ 
значения л J (n I К) ~-=-о , скачю'I спектра11ЬноR меры (10 

(о (ГI 1t<_)\~\(~1 И поспедоватепьнос'l'Ь U0М0Н'l'0B(Sp(n,K))'P::C 
)"J I l)J:.0 с &-\ р ' 

КО'l'Орая за,цае'l'СЯ форuумuиSр n,k)-: ~ )J{r\ к)о. (n,K). 
J=-0 ) )J 

Зададим Ф'JНIЩИИ · D "' ( У\ ,К,-\:.) 
.. 
1 
; 

( . 
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q\" 
где W ( '\J о > , .. , ~ ~}=det ( ~р) - опрецепитепь Ванцермонпа. 

Р,1\."О 
Доказана . 

Теорема. 2.3. I. Пусть начальные данные ( а,_(о), Q,"'(o )):=--Do 
для системы {5) ограничены в совокупности некоторой константой 

С . То~ца решение системы с~ствует и ецинственно, причем 
для некоторого б ~ &(с.) наинтерва11е [о,()) решения М(,Гу'l' 
бьrrь представ.пены в форме ряда 

В§ 2.3 получены таю,;е рекуррентные форму,rы цпя решения 

уравнения { Iб) , описыващего эвопщи10 sетрич1-юА спектрапьной ме­

ры, отвечащеЯ решению бесконечной цепочки ТоD.Ъ1. Решение уравне­

ния (Iб) записывается в форме 

dg()·,-f)-= Х(л ·, tJ cl g (,л ·)о) у~ С )i ·) t J ") 
где Х (\t) - решение уравнения 
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(_ 

5((Л/)= k J(,\1 -( ~;:~i1;) t~ё~f-t))) XO ·,t) 
\ ОС ("" \ tC) n ищется в в.ще Х ( л ·,t 1-=- ~ 0 ~о 'Х "'~ /\ t • Обозначим 

Х0о 

' . . .. \ " . 
( и

<Х) 

~ s. (~. ') S J+К.+, J \<.::о ' 
' 

.......... , .. , ..... ,. 

где ( Sn ( q) ~ =-о - поспедова'l'ельно?ть моментов .ма'l'ричной меры 
d 9 (;\ ·1 о) . Тогца для эпеuентов Э( справец~ивы рекуррентные 
СОО'l'НОПJЭНИЯ · 

2(nт\)TXn,,,\i= 'Xn,~-1;-t lJ ~ J{.J: $X")S,"";~ 

- ~ ( ± s :x~Jз,n~j-r J) xj~. 
Основные резупьта'l'ЬI диссертации докпацывались на XI (Миасс, 

1986 г.> и XIY (Новгород. !989 г.) Всесо,озных школах по теории 

операоrоров в функционаJ1Ьных просоrранствах; конференции "Гипер­

груППЬI и сме11Ньtе вопросы" (К~ев, I98б г.); межцународноt:t кощ~е­

реfЩИи "Нелинейный мир" (Киев, !989 г.) и опубликованы в рабо­

тах [ 6 , t- "> ff-0 ) 

1 
1 
i . 
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ГЛАВА I 

ПPIOWI И ОБРАТНАЯ СПЕХl'РАЛЬНАЯ ЗАДАЧА 

дnя РАЗ.tЮСr.ных ВЫРАЖЕНИИ с ОПЕРАТОРНЫМИ КОЭИИЦИЕНl'АМИ 

§ I.I. Необходимые сведения спеК'l'раn:ьной теории 
якобиевых матриц 

I. Опера'l'ОрНЬlе якобиевы uатрицы. Пусть Н - rильберто-

во прос'l'ранс'l'во, ;;[ ( Н} - совокупно~ть оrраииченных опера'l'оров Н • 
Рассыо'l'рим разнос'l'ное выражение с коэqфициеН'l'ами из ;[ ( Н) 

(-;;[ U) n :. А n-1 \J ()-1 + О n U n ;- Д. n U п ( I. I. I) 
I ' 

( Д h > О , ~У\-=- в: > r\ ь Z-+ =-{о, 1" j) А -1 =-О) , 
. 00 

дейс'l'вующее на последовательности U -=-(u (\ )n=-o век'l'оров tJ \'"\ 

из \-\ • При подсчете (~ u) 0 предпопагается, Ч'l'О U -1 -=-О • Это 
соотношение играет роnь граничного условия. 

В пространс'1'ве 

Но~ t2.( Н ·, [~ )o:,\)=-tU ,,_(.un)~:ao\U(\€ Н, i 0 \\ Цn\\2.н Lve,J 
со ска.пярнша произведением 

00 . 

( IJ > V J Но =- io ( U !"\ , \) n) Н 
. / . 

можно построить эрмитов оператор · ~ , по.иожив на финитных посJ1е-

довательностях U из Но ( L11.,{ )n =-(i.u)n.Замыканием L!. . явпяет­
ся эрuитов, но, вообще говоря, не самосопряженный опера.тор L . 
Задание L эквива.пеН'l'но заданию якобиевоR 11Э.трицы с операторны­
ми коэqфициентаuи 
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/ ~о Ао О . . •.. 
( до В" А1 о . , . 
\ 0 ~ 1 ~2 ~~ ~ • :. • 

( I. I.2) 

Оператор L явnяется ограниченны:ы 'l'ОГда и топь ко 'l'ОГда, когпа 

его коэфf>ициенты А f'I > ~ " огрumчены по норме в совокупности, 
т.е. -~у> (11An\1 1 1\Bn\\)L. 00 • 

!'\~~+ -Р 
По аналогии с (I.I.I) можно опрецелить цеnствие о,1.-, на пос-

ледовательности ( U n )~с операторов из ;f ( Н) (при этом считает­
ся, что U-o\ -=-О ). Пусть O(_l )=-(?_/t.),?o(z.\ ... ) - решение зада­
чи Коши ( J 1л) r. -=- "2. ·u., ( '("\ ~ Е. + ·> U -1-::. О , l\o-=- i , l Е. ([ 1). р r. ( l) 
является операторным полиномом степени У"'\ с обратиМЬll.f старшим 

А _, д-\ о с ) 
коэфрициентоu равным n-\ . . . о (например, , '\ -Z. = 

= А~1 
( z: i-B 0 )) • dJ 

Для финитных последовательностей U-:..(1.\1'\Jl'\-=-O )1Лгi:~(\-\) 
можно ввести "преобразование Фурье" 

-U ~ ~ ( 7;) ~ ~ Р :-(~) U п • 
Г\':.Q 

(I.I.З) 

Пусть Е (.А) - разложение единицы (Эобычное или обобщенное), отве- \.. 

чащее оператору L • На б -алгебре -В( IR~) борепевских UНСJ!!Вn'В 
на оси по Е (J\) строится операторная спектрапьная мера f сле- ( . 

дующим образом 

j?) (tR1 ):,cl-.9(cL)-:.5t Е d-. 80 (I.I.4) 

где Ьс - оператор, деRствупциR из н в t~(н ;IO,o0 )и ставящий . 

вектору Х Е Н в соответствии послецоватепьность (Х I О, О ... ) Е 
{ 2. (Н ·> ['О I оо)) • Мера _f) имеет спабо ограниченну,о вариаци'-', 

все интегралы 
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\ 

с,О 

S \.Л('\(d~ (.Л)х,~)н\ (х,~Е\-\, rnt:Z-1-) 
-СР 

дnя нее сходятся и. кроме того. вьшо.пняется ус.повие 
,уз s d 5' (J\ ) =- i 
-со 

(I.I.5) 

(I.I.б) 

F.с.пи оператор L . ограничен. то мера у 
те.пь. Справед.пива 

имеет RОМПЗК'1'НЫR носи-

Теорема I.I.I. ( [S]) По.пиномы \\,J.Л) ( r\ Е L+) обра-
зуm псевдоортон:>рuированну,о систеuу относите.пьно меры .9 (J) ,'l'.e. 

(I.I.7) 

Д.пя финитных пос.педовате.пьностеR 

и такой е V выпоиняется равенство Па.рсеваnя 
00 QO '"'-' А, 

f u ,\J~ =- ~ 0ll~\Jn~j~ 1.л*(л)dрСЛ) V (:Л) ( I.I.8) 

(Оператор t 1J > V j - так называемое псевдосRЭ..иярное произведение 
U и V • При помощи преде.пьноrо перехода равенство (I.I.8) рас­

пространяется и на нефинитные 1,\ • дnя которых [U, U3' существу­
ет как ограниченный оператор.) 

Таким образок. каждой якобиевой матрице с операторНЬIКИ коэф-

( · фициентами L ставится в соответствие операторная спектрв.пьна.я 
мера. заданная на бореиевских ПОДUНОЖ8С'l'ВЗХ действитеJIЬНОЙ оси 

дпя которой справед.пиво равенство Па.рсева.u (I.I.8). Справец.пива 
и обратная 

Теорема I.I.2. ( [ S' ]) Пусть d 9(Л) - неотрицате.JЬная 
операторная мера на оси IR1 • дия которой существум интеграm 
(I.I.5) и выпо.nняется ус.повие (I.I.б). Требуется также. чтобы ин-

теrраи S ?)\{Л)d r(.Л) P(J\) 

---

!· 
1 

[page 24]



бш обра'l'иuым опера'l'ором при 11mом опера'l'орноu по11Иноuе Р ( ..Л) ~ 
старший коэфрициент которого равен i. 

Тогда· d 9 (Л) является спект,ра.п:ьной мерой некоторой якобие­
вой .матрицы (I.I.2), коэфрициеН'l'Ы которой опреде.пяmс.я по d q(J) 
при поыощи форыуп 

где Рс(Л\ Р1 (.Л),, . , ,Н-,()), .. , - систе18 попиномов. построенная по­
средством псевдоортогона.пиэации степеней J,Л i , ..л2 i ,... отно­
сительно меры d ~ (J) 

Опишем процедуру псевдоортогона.пизации, явля~я обобщени­

ем ортогона.пизации Г,ра.1,0,В-lllшщта. При этом ?с (;\) по.пе.гам 
равныы 1, далее расс.uа;ривае'l'ся по11Ино11 Si))=Ji+Pю Ро(..л), 
где р\ ,с _ определяется ИЗ усповия 1 R(.л)d ~cмs:u):. О . 

1 

Тогда \\ ())~ N~:i S 1 (J\ J где N 1:. S S1 (л)d З ()) s: ( .Л) 
-:,о 

Продоmrая Э'l'у процедуру, опредеJIИк N 2, ,. • J.J 1'\-~ и по~пинош 
Р~()\ ... ,rf\_1 (.л). для попиноwа S~()) =N~~ ... 1\1~~.;\~ __ + 

+? 1"\, г.-, Pr'l-\(.л )+ .. , + Pr,0 '\)0 (J) оnера'l'орные коэфрициеН'l'Ьl опреде-

ляются ИЗ условий ! Р (j )d ~(J \S; ел) :.Q ( \( :Q) ... ) [\-,). 
-с:,.:, 

Обозначив N n: $ SY\() )dg(J\) S; (J) , поиучиu Р~ (.л) = 
-t::,I 

_I 

= N n ~ Sn ( J) • Таким образок, построена псевдоортоноркирован-

1 1 

[page 25]



на.я О'l'НОСИ'l'еШ>НО меры d 9 ( j) пос.педова'1'8ПЬНОС'l'Ь попиноuов 
Ре (.А) 1 Р 1(.Л),... . Из процедуры псевдоортогонаиизации и фор­
uуп ( I.I. 9) спедуе'l', что _цпя А ·r"\ , восстанов.пенных по d ~ (;\ ), 
ВЬШОJIНЯD'l'СЯ СОО'l'НОШSНИЯ 

.i.. 

At'\ ~ N:Jrl ( У)_Е Z~) # (I.I.IO) 

Рассмо'l'рЮf 'l'еперь резо.пьвеН'l'у R.~(L)= R z опера'l'ора i 
"L ( 2 е:: (:1 • Она UOJ!e'l' бьrrь представпена _ как матрица с оператор-
нозначнw.ш элементами из L ( Н ) : . 

( R.c(L)=(R:ь;Jк)j \(=О, R. ~·,),=-S .л1-z P~/J)dy(J) р;~\)= 
1 -~ 

\._. 

-= ь; Rz ~\<. J (I.I.II) 

где О к - оператор из \-\ в ~ ~ ( Н ·, l О 1 ~) : 

Н эх ~Б\Z х:--(\:1, \{, ,о, 11' )о) о, ... )~~}.(\-\ ·Jo /)(J)) 

(j .к ~z+., l. са:1\ iR1 ). 

Операторнозначная функция 

m(i)=-\Rl;oo=Б/·R~dc= r ~-:l dq(.Л) 
-оо 

( I.I.I2) 

называется фующиеR ВeRJIЯ оператора L . дJIЯ нее справец.пиво 
ry-1 ~ 

представпение в виде ряда по степеням с.. _ 

~с~)=--~ 2.-сГ\+I) Sn ') 
n:.c 

где операторы 

00 

s(\ ~ s .лndg(.Л)-=-oo*LnБc (I.I.IЗ) 
-оо 

называмся моментами _меры d у>()) • ( 0'1'uетим. что Sc =- i . ) 
Пусть q.. (t) =-(Gc(l),Q/=t_), .. , ) . - решение уравнения 

(L l\ )'"' ~ l t\ У\ (ri f N > ·u; (U(\ ):,,0 ,U ()f;f (1-\),-UQ=O, U 1 ~А~\). 
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Теореш. I.I.З. ( [ 5" J) Сущес'l'вуе'l' по крайней мере оцна 

операторная функциg F ( 7:.. ) там, Ч'l'О при кажцом невещес'l'венном 
с. для посnе.довате.пьнос'l'и -Ц (t. )-=-(Q "'(t. f '?'1("l) F(l. )):0 

псев.доскапярное произведение ~'U ( t.), 1J (L)j опреде.пено как огра­
ничеННьtй оператор. Е'.сп оператор L - саuосопр.пенный, то такая 

операторная функция единственна и совпа.дае'l' с УУ)(1). 

2. К.пассические попубесконечные якобиевы матрицы. В случае, 

когда \-\ ~ <[ 1 • ~ ~ ( ц ) [ о 1 00 )pf1. А (\=-а(' 70 t \:) r\:: bl'\E \R ~ 
при (\ Е Z + , оператор ( I. I. 2) превра~ется в к.uассическую яко­
биеву ш.трицу. Спек"rральная 'l'еория д.пя 'l'аких :uатриц подробно опи­

сана в книгах [ J.Спектра.пьная мера d ~(.Л) якобиевой 
штрицы явnяе'l'ся ска.пярной вероятностной мерой с бесконеЧНЮ1 чис­

поы точек роста на Jj(\R. ~) , а попиноuы f> <\ (.л) ( У\ f Z +) образу­
m ортонорыированную пос.11едова тельность относwrеJIЬно d SJ ( .Л) • 
Ыоыенты ( S ('\ );:0 меры d f (J) образ~ попожитеиьно опреп;е­
Jiенну!) пос:щцовате.пьнос'l'ь, т.е. 

~о ~\ , , , Sn . r) 

D('\ =- S1 s~ .. , ~Г\-Н =t\~t(Sj tк} ~:.,o(nE.l+ ~ D_i-= ~) (I.I.I4) 
• • 1 • t 1 • J 1 "" 

~ (\ <;1'\ .. \, ', ~2.n . 

В ска.пярнок с.пучае коэфflициеН'l'Ьl О r'\ , <ь r. ( r'I Е: Z +) якобиевой . 

матрицы uогут быть непосре.дС'l'венно восс'l'ановпены по момен'l'ак 

при 11Оыощи форкуп ( [ J) 

а _ ~Ol'"'l-,Df'\+11 
n ...... -=-6.r. _дr'\-i ("',77 .) cr.I.I5) 

(\- \)1'"\ 1 'О'' DГ\ D"'-1 с. IL--r J 
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\ __ _ _ 

So ~'\ ... sf"l_i St'\-H 
s \ ~ .L ... ~(") ~('\+~ 

6 ~ ==-· • \ ' \ • ' • \ 

В § 2 этой гмвы будет nоиучен аналог фориуп (I.I.I5) для 

разностных выражений с операторНЬDlИ ~оэ~ициентаuи. 

З. Конечные якобиевы uа.трицы. В этом пункте изиагаmся 

необходиЫЬ1е сведения о конечных. разностных ВЬфВ.Жениях: 

(;[ u)h-::: О rн u~-1 + \jY\ ц"' + On L\ n+1 

( ·. N 11 rJ+ 1 () 1 · . · ) 
U=L'1('\)\'\:.C Е 1L > C\n~o) 't>n~ IR. > n::0, 1,., N ·, U-, = \.,\ ~-1-н=-о 

L из 'i /,r t·i+I) 
или, что эквивалентно, конечных якобиевш uа.триц ol l u... 

вида 

ta С\о О 
_Qo_ ~)_\ __ Q1 .. О · .. .... .... ,. 

_а ._· .. · о . ____ (.\ 1 - ..... - . . 

с · · _ _ ·0 - . - - ~ а N-, 
· ' · · ·- - (). N-\ N 

(I.I.Iб) 

Обобщение этих фактов на спуча.Я конечных разностных выр,.же­

ниR с операторными коз~ициентаuи будет использоваться при интег­

рировании конечных неабе.nевш цепочек не.пинейных дифf)еренциаиьно­

разностных уравнений. 

Рассмотрим решение ( р_/л) , ... 1 P,v (.л) уравнения 
(J.u)(\ -=-)ur\ .. (o ~o, \ .. , ,N-{·, U -~=0 1 Uo~J) и похожим 

\/ . PtJ+/J\) -=- (.Л-bN) PN(л)-C\,-J_, ?N-\ (.л) 
Тогда rN~ \ (.А) . - ПOJIИHOU ( /\J + \) -Я степени, корни ХО'i'ОрОГО 
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раз:пичны и явnямся точками спектра матрицы L : 

?N-t \ (.Л):~~ .. , q~~i (}-.ло) "' (.л-.ЛN) ~а~1 ,,, а:"1 de,t l L - .л i). 
Спектра.uьная мера d r ( )i) ш.трицы L сосрецоточена в 

точках Ас,, .. 1 А tJ , причем 

?с" ~(.ЛJ)~(!0 ~~(.лi (j=O, ~ , ... ,N). · 
CooтвeтC'l'BYJOl!iЭJI функция Вей.пя rt'\ ( ~) будет в данном случае ра­

циональной функцией 
-= 1 /\J 

~ ( 7:):: S Q 9СЛ) =- 2 --:--·\ ~-------
-()Q .Л - Z -1 =о () j-2 ).f f)~ () J) 

\<:.. :>Q 

ФорuудЪI (I.I.I5) дпя O.r- ,~n (У"\-=-0, 1) .. , гJ)справец11ивы и в 
спучае конечных якобиевых uа.триц. Отwетиы, что мoweН'l'bl S 1'\ в э,..ом 
с.пучае опредеnяются по форму2м 

N r) 

$ (\ :о. 2. ~ j Л ~ J ( I. I • I?) 
\"\-;.Q 

и что при У'\~- N + ~ опреце11итеп D" из (I.I.I4) равны нут,. 

4. Разностны~ операторы· на оси. Пусть Q,2 ((~к:;,0 J ос)) 
гилъбер'l'ово пространство последовате.пьностей U -=(U r. )~::-с:,.:, , 
\..,\ У\ Е: ([ 1 таких• что . f \ U !')\ 2- L о0 со скалярНЬIЫ произ-

\"\-=- -оо 

ведением ( ц J V)-=- ~ ц n Yn • Рассиотрим разностное въ.,:ра.жение 

(J'ц )h~ qn-,L/:_~~~nLlh +Qnlfrн-1 . . (I.I.I8) 

( h t Z 1 Q () >О) ~ (\ ~ IR.1) 

LI -
и пороценный эрuитов оператор • При помощи описанного в l 
метода удвоения опера.тор L wожет быть привецен к операторной 
якобиевой МВ.'l'рице вида (I.I.2). Дц этого установим изоuетрИ'Ю l_.,\ 

ыеж,цу пространствами e?..((-DO 'i оо)) и С2.({2 /0) 00 )) 

J 
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( 

(. 

се.цупцим образом: 

· e2.(C-Ф,ш))эu-=(uh):QO ~(ur)):o се~(<С~ [О) оо))) 

· где U ('\-=- (ц -n-i \J ('\ )6 <С2 При Э'!.'ОМ опера'l'ор L' перейде'l' 
в уНИ'l'арно эквива,;ентный ему опера'l'ор L • дейс'l'вуmщий в 
~~(й: 2 ;[0>оо)) 
( "')А""' "' """' ( rv ) Lu"'-=- Г'l-,Ur\+ 1 -\-~n'-\n+Ahu"тi '(\fE. +) L.\_i=-o ~ 
где 

Как и в n.I onepa'l'opy 

наs спеК'l'ра.пьная мера 

L с'l'ави'l'ся в соотве'l'С'!'вие неотрицате.пь-

d у ()) со значеЮUООf в ~ (с 2.) • 
дм КО'!.'Орой CY!ЦSC'l'BY!D'l' интеграJrЫ (I.I.5} и ВЬIПОJIНЯе'l'СЯ COO'l'HOme-

ние (I.I.б}. Как быnо сказано в п. !, по всякой мэре, удовлетворя-

10ЩеЯ '1'8КИМ СВОЙС'l'ВSМ ЬIОЖНО при помощи процецуры псевцоор'!'огонаnи­

зации однозначно восс'l'ановить 6пера'fорну10 побиеву ма'l'рицу с коэф­

фициентами А У\ >О , Вr:=-В~из .;f ( a:,z.} , однако при,реmении 
обратной задачи дu разностного оператора на всеR оси возШfкает 

вопрос, какнм допоаните.иьНЬ1М ус.1овИЯJ1 допна уцовие'l'воря,ъ мера 

d 9 (J) дu того, Ч'l'обы по~нные опера'!'оры А 1"'\, ~n иuехи спе­
циальный вид (I.I.I9}. 0'1'вет на этот вопрос дае'!' . 

. Teope№i I.I.4. ([ 1~ ]} Пусть 9(д)-=(gс1.,~(д))d. 1 ~:;-l 1 О-
п0Jrожи'!.'евьно опредевенная 1'9.'l'ричная мера, зацанная на боре2вских 

подмножес'!.'вах деRс'!.'витеnьноR оси, такая Ч'f'О существуvr 
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-оо 

Д.uя 'l'ого, Ч'l'Обы она явпя,rась спеК'l'раnьноА uepoA разностного опера-

тора на оси, необходимо и .цоста'l'очно вьшоnнения спецу,ацих усповиl:t: 

п I ,л d У о , -1 ел) ~ J, > 0 ; 
-с,,о 

00 

2> для функций ~<L}~Ct)-=s· )-?! ot~~)~~\)(J.)~=-1)0) 
-ео 

( 

в верхнеА по.J111ппоскости спрэ.ведливо тождество 

-J (\V\o ol~)\V1_1,-i(l)-M~,-/z))= t'J1oJ-i (l) > (I.I.20) 

З) фунtщии rn 1(?)::- rv\o,-i(z) ) m~(:z.)::- Мо,-1 (z) 
с)..Мо c(:Z) oLM-i -1 (~) 

1 1 

не являmся рациональньn.tИ от переыенноА 2.. 
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§ I.2. Aнanor прякоR и обра'l'ноА спеХ'!'ра.lЬноА задачи цu 
несимметричных разнос~ншс выражения 

с операторНЬDО1 коэфрициентзми 
-~,. 

В этом параграфе буд;ут рассuо'l'рены несимме'l'рИЧНЬJе разнос'i'ные 

выражения с операторными коэфрициеН'l'аuи, действупцие на посJiецова­

тепьнос'l'и векторов из неко'l'ороrо банахова nространс'i'ва. С.пецуя[ 2 i] 

ш~ введем в п.I обобщенную спектраnьl:iу'D функцию цц таких выраие­

ний на попуоси, яв.пяющуюся ана.погом обобПJаННОй спектрапьной функ-

( ции дnя несаuосопряженного опера'l'ора Штурuэ..Jlиуви.пля ( см. [..?=7, нJ). 

Поuимо описания процедуры решения ·ббратноR зацачи, будут по.пучены 

форму.пы для коэфрициен'l'ов разностного выражения, обобф10ЩИе форму­

.пы (I.I.I5). В п. 2 рассматриваmся конечные разностные выражения. 

В п. З д.пя разнос'l'ншс выражений на всей оси буде'l' по.пучен ана.пог 

теореWЬ1 I.I.4. 

I. Разностные выраsения на по.иуоси. Пусть Н - банахово 

пространс'1'во, ;f ( Н) - прос'i'ранство ~ейных ограниченных операто­
ров в Н • Рассuотрим разностное выражение, дейс'1'вупqее на пос.пе­
дова'i'е.uьности ( Ц "('\) 1"\О:.·а векторов из Н с.11е~м образо~ 

(Lц)""=- ArнUY\-\+6\"\\J..n*Cr,Un+'I ( U-{=0 1 r-.E.Z +) , (I.2.I) 

rде дh) 'Вn ,СУ'\ G ~ (н) t причем операторы . А h )_(r-, обратиuы 
при r.f.L+ • A-t =С-1 =-О 

Обозначии через Р (Н) пространство попноWJв O'l' коurшекс-
ноR переменноR J с коэфрициентаuи из J. ( 1-l) • Дu произвоnно-
rо .А t ([ 1 рассuотриu две ПОСJlедовате.пьности РГ\ (J), Pn+ ел) 
полиноJ,Юв из Р(Н) , опреце.1енные ус.повиями 
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l 

__ P-i}}~ ~-:_С.л)~о, Po(fi)" ?о+(л)~1 > _ 

_ _р.rч ?h-'1 (J\)-\-13 Г1 Pn (~)_+С11 f?!)~-~Сл)-=-) РГ) (л) ,----- . ( I.2.2) 

~\;_\ Сл )С,- ,+ Р (\-t(л)в .. +_rh-t+1(л )А n ~; Р..,i-Сл) (, , __ r:_z. + ). 

Очевидно, что Р., (Л) , Р n-t ( _;\) явuтся по пино1е.uи O'l' .Л степе-
ни 1·, СО старmиuи КОЭqJрИЦИеНТаМИ СООТВе'l'С'l'ВеННО с h~'. · ,. (~1 

и д;'. .. А~~1 (1,f:ltv ). . . . 
JleJ.Oe I. 2. I. Пус'l'Ь ( L 11

) J к - это коэфрициент при l )\ \(_ в 
выражении (C\,)J (1)6 {N ·> j; к Е l. i-) > ( L()) j к. -::.<J_j к i . . 

Тогда 

х·1 ~;}с'},к ?кИ\)) }')1=-ive/ СЛ)(С'')к·о (I.2.3) 

( 1,, \У, 6 Z+). 
Доказате.пьство. Докажем первое из ревенств (I.2.3). Второе 

проверяется аналогично. Из (;I.2.2) спедует, что 

л i ~) Ро ()):.Во Ро(А }~с() Р,(;\ )-=-(L)o~ Р~(л )+(L )о··, Pi (;\). 
Предпо.uопм, что (I.2.3) вьшоnняется при L f:\) • Тогда 

;\
1
)+

1J~ _i (С'}кл РкСл)~f (t:.·)ак(Ак-1 Рк-/Л)~В\<Р~v\)+ · 
к:u к~о 

{ 

1 

_+(\<_ rк-11(;\)=-~ [(L'')ок-~ Lк-~\(-+(C')oкl\(.\(°'<(Ln)Ol(+,LKil.+\ ]· ! ( 
1( :а\) 

• \Ji<_ (Х) =- ~' ( L f\
11 )ок ?к(;\) . • 

t<-:O 

Из nемuы I.2.I с.uецует, что ьбые по.uиноuы R ()), Q(.;\) 
из р (н) могут быть однозначно прецставnены в вице 

IZ(л )~ ~
0 
R-к ~\(л) ,G(.л )~10 r: С,\) G к (R к ,ОкЕi(Н)). 

: 
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! :, .. 

\/ 

За.дадим биnинеАное О'l'Обра:~ение R ·. р(\~ )){ Р(\-\ )i---;f (н): 
· R (R(л) 1 G(.л)~f R.\(Q\(. (R(;\\ Q(;\)f Р(~\)) (I.2.4) 

к::о 

Очевидно, Ч'l'О вьtпопняе'l'ся свойс'l'во "Ор'l'оrона.пьнос'l'l111 

к (µ,..,(л), R1~C~)) с:. о,,,'11 l (п )тn 6. Z+). 
и Ч'l'О дnя JIЮбых _ ~(~) ,Q(.;\)~Р(н)-, т., ,тг. Е: .1·(1-1) 

R(т, Q(л) ,Q СА)Т2 )=-1-\ R (Rv\)) GСл)) Т r.'. • 

( I.2.5) 

( I.2.б) 

Кроме того, из векuы I. 2. I следует, Ч'l'О дnя mобых 1, , 1У1 С lZ.. -i-

R О" i ,J"'i)~ 1:m·( L"1к(L'")co_"_ (L"''")ov -
=- R ( )/'""rn i J i) -= S \1-l·П\ 

(I.2.7) 

Опреце.пение I.2.I. Мы назовем отображение R , опреде,zен­
ное фGpuyвon (I.2-4) обобщенной спектра.11Ьной функцией разностного 

выражения (I.2.I), а пос,zедовате.пьность операторов (SnJ,::':o -
посшзцова'l'е.пьнос'l'ЬD uоuентов, соответствупцей (I.2.I). т, . 

В CИJIY (I,2.7) дия Пlбых R(-Л)~.Z_R 1,кX\Gl)\(J.}=-_2. Go'\_))/ 
-~-- ?с\-\) к::о J .:о 

R(R()),Q()))~~ i R,,\< Sк+j 'G ~,j (I.2.8) 
't<::ooJ::o 

Опрецевение I. 2. 2. Посведова те.пьность_ (S,,.., \ 5 Г\ E.d ( Н)) ,:· о 
называе'l'ся невьtрожденноR, ес.ии цвя .11юбого i, Е J?.-+ оператор-

матрица ( S.:,-\-\<.) i~ К.=О явuе'l'ся обратимьш опера'l'ором в прос'fран­
стве . Н ~ , , . Е9 Н 

Г\+ \ 
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Теорема I.2.I. Дu ororo, чтобы бипнеЯНое 0'1'обра11ение 

Q ·. f?(H)x ?(\-\}--· ;f,_ ( \-\) __ _ _, уд0В.118'1'ВОряаqее (I.2.б) · , ЯВ.IЯ-
.пось обобщенноR СП8К'fРВЖЬНОЙ фунщией H8XO'l'Oporo разНОС'l'НОГО, выра­

жения вида (I.2.I) необхоциuо и доста'l'оч1-ю, чтобы . выпоJНЯиись ус­

ловия: 

I. R ( i, i) ::-. l ; 
2. R (л ,, i J А J.}= R ().1\-t\')) i) L) с:. S1)\·\11 \-,1,,n (:;_ Z+ ~ 

З. Пос.иедовате.пьность моuеН'l'ов ( Sri) : 0 невыроzцена. 
Доказатеnьс'!'во. Необходиuос'l'Ь. Ее.пи R -обобщенная спеR'l'-

ра.пьна.я функция разнос'l'ноrо выражения (I.2.I), 'l'O в си.иу (I.2.5) 

R ( i , l) ~ R (р_, (,л} Р} (Л)) ~ i и, кроме того, вьmоиняе'l'ся 
) -

(I.2.7). Поэ'l'ому д.ия доказа'!'е.11Ьства необходимос'l'и нам ос'1'а.1ось 

провери'l'ь невырожденнос'1'ь пос.иедова 'l'е.иьноС'l'и ( S i-..) ~~·=-о ., 
Зафиксируем \1 f [N и paccuo'l'pиu сис'l'ему уравнений 

Jt <:; JтК Х,-..к =-2j (Х,- ,1<-) Z j t J '(H) ~ J, К =--0,,,., 1,). ( I.2.9) 

( \ \\ l '< 
Пус'l'Ь Х V'):::. L х~\'((. /\ -· _ Тогда .из (I.2.8) с.аедует, Ч'l'О 

к~о . 

R(.ЛjilX(л))=t()s)tK Х,,к (j=O, ... ,n) т.е. решением 
СИС'l'еUЫ (I.2.9) ЯВ.ПЯ'!D'l'СЯ коэфf)ициенты UНОГОЧJlена х (_.,\) 'l'аКОГО, 
Ч'l'О R(J jj , xJл))<Zj ( j-=O) "'>у,). Испо~зуя (I.2.3) и раз-
хо:sение х ()) =-;0 xl(. t>к ()) , UЬ1 ПО.JiуЧИМ СИС'l'ему, ЭКВИВ8:П8Н'l'-
ну~о (I.~.9) : . 

%-а (Lj)oк Хк =-4:1 (j~c) .. , 1 ,,) • 

Ма'l'рица эко:эфрициен'l'ов Э'l'ОЯ cиC'l'ell:il нижнетреуrоиьна, причем поди­

аrона.п C'l'OЯ'l' обратШliе опера,..оры ( L j )oj =- С:) . Поэ'!'ому _ц:М 
.пюбых z: _j peme}IИ8 CИC'rellbl CYIIJЭC'l'Bye'l' И едИНС'l'В8ННО, а 3Н8.ЧИ'l' t 

и система (I.2.9) однозначно разрешима. Оrс11Д8 с.иедуе'l', что опера-

' 

( 

( 
"-· 
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( 

1 . 
1 

---
( ' 
'; 

\"'\ 

'l'Op 1\ Sj+\C. \\ j ,к"о о,цноэна.чно O'l'oбpazae'l' Н@ .. , (±) Н на се-

бя и, с2дова'l'е.пьно, по 'l'eopeue Ее.на.ха о гомеоморфизме. обра'!'им. 

Дос'l'а'l'ОЧНОС'l'Ь. Пус'l'Ь 'l'еперь О'l'Ображение R yцoвne'l'BOPJl-

e'l' ус.1овиям I-3. Покажем сна.чаnа, Ч'l'О дпя жl!бого uногочnена. R"' ()) 
С'l'епени n со С'!'ар!IИМ КО~ИЦИеН'!'ОМ ! найде'l'СЯ UНОГОЧJ!еН Q ... JЛ) 

- соrепени У"'\ 'l'акой, Ч'l'О R ( Rn (.л) 1 Q. 1-J . .Л)):. j_ ДейС'l'ВИ'l'еJJЬНО, 
из (I.2.8) с2дуе'l', Ч'l'О в качес'l'ве Q..._(.Л) можно выбра'l'Ь много-

1"\ \\( (. r\ 
uен ~ х(\~ J\ ' · где . \Хк)к:.О - решение СИС'l'еUЫ 

"1<.::.О 
V'\ 

2:: S i тк Х ~ ~ 8 i r-. i. ( j = о 1 • .. , n) 
\<'.:.О > 00 

ко'l'орое сущеС'l'вуе'l' и единс'l'венно, бnагодаря невыроценнос'!'И ( S () )n-::.O. 
Пос'l'роим 'l'enepь СИС'l'еМЫ ПОJIИНОМОВ ?("\( .л) / р~ (.11) ( r') 6. iZ. +) ' 

ДПЯ которых: ВЬШО.IНЯМСЯ СОО'l'НОmения Ор'l'ОГОНВ.дЬНОС'rИ 

R(?f"\()) P~(X))=b"'m i. Пусть f\(.л)~Р/(.л) = i. 
Тогда R (\:>о v\) 1 µ/ (.Л)) -::.. i . Похожим Р" С.А) -=-.,Л i -
- R (J i. ) Ро;-(.л))' t\1 =-.,,\ i.- R (Ро(.Л)} .л i). 
Очевидно, R(Р"(..л)) Р/(.л))-=-R(Р11СЛ)> \:\'(л)) =О. 

EcJIИ бы опера'l'ор N \ =- R (Р" (.Л) ):\1(.л))бш необратим, Ч'l'О дпя аmого 
попиноuа первой С'l'8П8НИ Q ,(Л)::.J\ Хн+Х10::. f\8(.л)х ., + Ло 
бып бы необрэ. оrим оператор R ( Р ~ () \ Q {Л)) -=- N t С 1 , Ч'l'О 
противоречиоr невыроzденнос'l'и пос.1едова'1'е.1&нос'l'и uоuеН'!'ов (5 n );:: о • 
Поэтому /\/, - обра'l'ИМ и uы моzем выбра'l'Ь 

~nогично , ecJIИ пос'l'роены 9 \о( (.л J Р / (Л) \<.,.=-О • .. r. , 'l'O 

9n+1CЛ)-=-.,,\n+\_f R()/H\ Pn~y;(.л))P;_\((Ji) 1 1 1 

K:Q > J 

р;+~Сл) ~Х' 4 ' N-~ ... N~'- ~ f>n~к (Л) R(~~~кСХ) хн\ i) 
к.~о > 
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и те же рассуждения показываm. Ч'l'О 

R ( Pr\~, (.л }, ?: Сл )) :: R(\)"'(.Л\ Р~~,(л))=о (~-=-о, ... , n) 
и оператор N n~11-=- R (9r'I~~ ()) 1 \:>~~\ (Л)) обратим. так Ч'l'О 
Р:.н(Л) ~Р~~tСл) /\}~+\ • Так как R(AP(\lл) р~ СЛ)) -

= R(~-J.л\.лР~ (.Л)) =-0 при \ n-m\~2. • то . 

) Pr'\ Сл)~ R(.Л Рr\(.л \ ph+-\ Сл))?n-\(л)+R(ЛРr.(л) 1 РnСл))?У\(А)+ 
-t R (J r~(.л) > ?n+\ СЛ)) · 

(f\ Е. g-\- ) ?_\ ( ~) ~ р_~ (.л) =-0) V 

Поско.пьку старший коэфрициент Р., ().) равен f • многоч.пен 
.л ~r.J.л)и.еет вид .А ~1"'\С.л)-=- ~\.н-\ С.л)-т I с\<. л\( , 

\(:::0 

так Ч'l'О Q (.л ?(\(Л\?:t\ (л))-=-СУ\ = 1 ( nf Е+). 
Попожим 

А У\--R (.Л Рn~~Сл\ r; (л)), ь",. R() ~r\(.л), r: (л)) ( nc: l' +). 

Тогда. очевидно, вьшо.lНЯМ'ся рекуррентные соотношения (I.2.2) и, 

следова'l'е.пьно. R явпяе'l'ся обобщенной спек'l.'ра&ной функцией 
разносТН(?ГО выражения ( I. 2. I) с ко:эфрJЩИеН'l'аuи А n , 5 1"'1 1 ( n = i . 
При этом 

(I.2.10) 

Теорема доказана. 8 
Из доказатеиьства дос'l.'а'l.'очнос'l'И усповиА теореuьi I.2.I сжецу­

е'l'. Ч'l'О разностное выражение (I.2.I) восс'l'анавпивае'l'ся по обоб­

щенной спеК'l'ра.в:ьной функции неоднозначно - uы произво.пьНШ1 об.ра­

зом выбра.пи старшие коэфрициеН'l'Ы многочпенов Р""' (.л) разными еци­
нице. в резу.иьтате чего разностное выреаение. восс'l'ановпенное по 

R_ приняпо вид: 

( 

( , ... 
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\, 

г 

( , ... 

Веяное разностное выражение {I.2.I) может быть привецено к вицу 
(I.2.II) преобразованием подобия Li---- L8 "'V L v- 1 , где 
(\J u) У\=- \J У\ \..Л r. ( У"\ Е Z+ ,Vnci(~\}). Действите.пьно, пусть 

\}0 -=- i. 1 V У\-_ Со ... ( n-\ ( У'\ ь fN). {I.2.I2) 

Тогда ( L \.>.) r'.--=- ( \J L \/ -\ v.) n-=- 'J v-.(A У\-1\ \J ~~~ \.Л n-1\ + 

-,\ --\ '\ -\ -i 
4- Ь У\ \J У'\ \Л ~ + ( n \J ("14- ~ \,\ 1'\ +~ ) =- ( 0 ,,{ Y"\-'\An--1 (f\-2 ... Се Un--t + 

(I.2.IЗ) 

При зтоы (Lr)Joo :.(\JLnv-\)oo -=-(L')oo; R()i(\ 1. 1]:=-SV"\ . 
1 ) ) 

т.е. разностным выраженияк L и L О'l'вечает одна и 'l'a же обоб-
щенная спектра.пьная функция. 0'1'сIЩа. и из '!'еоремьr I.2.I с.пецуе'l' 

Teopete I. 2. 2. Мецу отображениЯ11И Q , уцовпетворяоциыи 
усповwш тесреw I. 2. I и разностными выражениями L вида 

(I.2.II) существует взаимнооднозначное соотве'l'С'l'вие, которое за­

дае'l'ся форuумwи 

R ()~i, iJ=-~n=(Lf\)oo (r\c l'+), 
(I.2.I4) 

AY'f\~R() ~m~\C/\)) Р~(л 1 Brn=-Q(л Р~Сл), p~(л))(mtZ4\ 
где Pt'Y'\(J),H;(л)(mE l+)пос'l'роены по R при помощи процедуры 
псевдоор'l'огона..яизации. 

Из (I.2.IЗ) с.иедует, Ч'l'О еспи wы pacпoJiaгaeu допо.пнИ'1'епьной 

инфорuщией о коэqфициеН'l'ах (I.2.I), позвоuщей опредеJIИ'l'Ь по 

произведению С У'\ А r. операторы С У\ и А У"\ , iro знание обоб-
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щенной спеК'rра.пьной фун~щии R ПОЗВОQе'l' оцнозначно ВОСС'l'ано-

ви'l'ь разнос'l'ное выр~женне (I.2.I). Так, в сnучае опера'l'орнюс по-

биевых: 113.'1'.РИЦ (I.I.2) c(,J\ f'\-::.. А::. и ПОJIОJIИТ811ЬНЫЙ оператор 
А'("\ однозначно восстанавпивае'l'ся по своеwу квадрату. 

В п. 2 § I.I быпи приведены фopu,ym.r, Вьt_рf...rащие ко'ЭфрициеН'l'ЬI 

классической якобиевой 111трицы через uоменТьt спек'l'ральноR меры. 

Оказывается, что для разностного выражения (I.2.II) тапе сущест­

вуm рекуррентные фopuyni, позвохящие восс'l'анови'l'Ь его козф:f>ици­

еН'l'ьt по последовате.пьности uоментов ( S ";о::'=- о · 
Дпя фиксированного натурального m рассыо'l'риu вместо раз­

ностного ВЬiражения (I.2.I) "сдвинутое" разностное выражение 

(Lm\....\)n-=- An.нn-~ Un--\ + Bl"l+mЦ 11+-C,~rn\.,\n+\ (ntE+,U-1,J)(I.2.I5) 

Пусть S (Y'l"l)-=-(~~rn)) :-:.о -последовательность ыоuентов, отвеча­
ющая разностному выражению (I.2.I5) ( S <о)::. S, =-(<;"')~=-о). 

S(r'Y)) 
Следующие де.о.ы указывают связь между поспедоватепьнос'l'ЯJdИ 
и $ ( Y"l)+i) . 

Леше I.2.2 • 

. (....-., (rn) (m) r, (m) · , (m+\) . 
~n~~ -=- Sn·H s\ + ~ Sp (1'1' s(\-p Am (m)f\C Е+) 

. р:.о . 
{I.2.Iб) 

Доказа'l'ельс'!'во. Как с.педуе'l' из леиuы I.2.I 

s~:1,:.(L:2-)oo=~ ( L rn)o L \ (L rn)\,, '-2. "' (Lrnj~ 1\Н о '{I.2.I?) 

где су№&Ирование вед;;6я по множес'l'ву I наборов (i.. \, ... , L. (\ + \) ~ 
таких, что 

I)t,к::3-0, К~\, ... /'1+\, 

2) i.. -t ~ \ , L ("\ + \ ~ { : 

З) \ i., t<. - L к+\\ !::: \ ( ¼ =- \ , , , , J n} • 
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Разобьем мно:вес'l'во l (\+.\ на У'\+2 поцмно:вес'l'ва 

I I"\-\'-\ 
1
? -:.f ( i., \ J ••• , l,I"\~ 1')c- l 1')+\ \ ~ р :О 1 ·\,~ >О nr"' РLк ~f'l4~j (p:.OJ''', t); ,). 

Очевидно. чrо подмножества I r,;., 1? и I У'\Н ,С\, не пересека1!71'ся 
1'+\ 

при р ~ q. и l'f\-t-\-=- \.J l n+'\ р • Из опредепения .l.Г\+ .1, и 
р"о ' 

l r.;-\? следует, Ч'l'О для ка:цого набора (L.\ 1 ... , \.,(\;.{\l'"'н I f> 

при ? "=r. ~f+'\-=- \ .. Г'l-t--\ -::. i 'ПОЭ'l'Ому 

S~';;~[i J_ (L~o·~1 ... (Lm\f'_to(Lm)0 /Lm\t,,+~~·· х 
р.о .!.nн,r · (I.I.I8) 

A(L~~o + f+~\;)o i, 1 .,, (L~ )·~~о J ( Lm)oo · 
Но из (I.I.I5) следует, Ч'1'О (LN\Jo\ =(\'У\ >(LY"l')\o-= Д'("("\, 
(Lrn)oo ::. ~rn-=- S~"') и (Lm)j\< ::.(Lm+\}j-\., \(-{ (jJ) 't<. t !JV ) .. 
Поэтому (I.2.I8) uожно переписать в вице 

s~:~ ~(t f.- (L,.,\c, ... (Ln·J.p_,oC...,(L,,...~o,c,,,-1 ... ' 
Р-0 l.r"IH,f> 

)l.(Lm~1)L"-\O)A-m+L (L-m)o."1 •.• (Lrn);,"o ~\"'! = 
Il'\·H,'!"1-tl 

• 1"'\ 

:. f: (L. ( Lm )0 \, 1 ... (L \'У"\}\. t>·\ о ( m· L ( L m+,.\O \. \ .. , (Lro)·, 0 )(. г -~ I ~-1 I lJ v"f\-p-1 
г Г\-р-1 

х Am ~ "'? (Lm)o~. "• (Ln-i)LnO s(~) 
.l. \"\ 

Тогда из (I.2.I7) спедует. Ч'l'О 
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Замечание. Совершенно анаnогично форму.11е (I.2.Iб) uожно цо­

ка.зать фop.wy.uy 

г (тn) s(m), (.TT"I) ~ с с(m-н)д c(m)G · ) 
"::> h.:0.2.-=- -\ :>nн + L rn ,:;if'-? m .Jp m,nt- Z + • (I.2.Iб ) 

р::о 

Jlемш. 1.2.з. Пусть 

( (rnY\ '1(+\ с (m) (" ~m) ( 7? 't) - i) 
С[) 1""1 5 J-=: ~ .i. ( - i) . ~ ;.. ~ ".' ;:, " 1( r. ,rn Е~-+ , о -

L\ ... t.i<,=-n 1 ~\s"')\.,-<~1 

(I.2.I9) 

·rогда 

S (rn)-:. С -t <t) (S (.rn)) А--\ 
n rn n+2. m • (I.2.20) 

Форыупы: (I.2.2!) ЯBJIЯIJ'l'CЯ рекуррентньши соотношениями. которые 

S (m-+f) А 
вместе с равенством о = J. j позвопяют выразить 

s~rn+~) с r. f /N) через {~yr,) (n Е ~+) • А(У\ и Cm • 
По определению (I.2.I9) 

(I.2.22) 

Из (I.2.2!) • (I.2.22) спецует. что последоватежьности 

се {' (rn+\) \ 00 (i (s(rn)).\ О<> 
У"'<'.::>\"\ А rn /n-=-o и \'Dn-+2.. Jh:.O уцовлетео,рям 

одниw и теw же ,рекуррентНШ4 соо't'ноmенияu. причем C:02..(S (-rn\) =-

~ S ~)-(S~m)y--=-(L 'm Joo -(Lm):o -:.(Lm)o1 ( lm \о~ С"' А~= . 
-с с trr.·H)A 
- '('У"\ .:)о ('("\., 

г 
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( 

{ 

· (, (m\). С (l'Т).+\)Д f 77 ) 
Отсяща спецует. что <t)"+a.'-S ::.(Yr"\.)n ,..... \...nt:-~+ • 8 

РассыотрЮ4 теперь разностное выражение (I.2.II). Из (I.2.7) 

с.11ецуе'l'. что ~·o-=-(L' )оо -::.S\ • а S':2.-=-(L 2.)00 -==-(C)~o+(L)o/' 
")((L),0 ::~~ -t A{j , т.е. /+о:::.. S.2. -S ~ • Аналогично. рассма'l'ривая 

/ (Т1"1) о. -s(=) А r(rr.) с· (m))~ 
L... • ыы: получаем. что u"" - 1 > m ~.:>.г. - S 1 • 

Тогда из .пемw I.2.3 сnедует.сnецующая 

Теорема I.2.3. Пусть (~ n )~ ... о - пос.uецова'l'еnьность ыомен­
тов. отвечаiОiIJЭ.Я разностному выражению (I.2.II). Тогда справед.пивы 

рекуррентные форыуJIЫ 

<; ~1"1'--~\) -=-Cf)r"lt?. ( ~/rn))~ ~ (~/ rn) )--\ , 

(rn\ А с (m) fc (m))~ ( 77 ) Brn -:. ~ "< J \'Т\::. .:> 2. -l,) \ '() > \1'\ Е IL- + , 
( I. 2.23) 

где операторы <DY"'l(::/rn))oпpeдeJIЯ!JТcя по формулам (I.2.I9). 

В c.irJЧВ,e операторных якобиевых: матриц (I.I.2) формfi!Ы 

( I. 2. 23) меня10'1'ся следующим образом: 

S; yn+\) ~ <t)~ (s( m)} 1<Dn~aC s.<rn'}t\.(S(m\J&, 

~m~ S~m) > An---:.<EJ~(s?'"'')½':.(s;""')_(s;m')~'½ 
Это спецует из леМЫЬI I.2.3 и равенс'l'в 

( I. 2. 24) 

В качес'l'ве ил~юстрации покажем. как в скалярном случае 

Д'r°'.,.qt"\>O , Bn::.~r--E- /R' из формул (I.2.24) можно вывести 
классические форму11Ъ1 (I.I.I4), (I.I.I5) дu коэifфициентов попубес-

конечной якобиевой матрицы. Пус'!'ь ~ -...(Sn) :~ 0 - соответс'1'Вуt)-
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щая пос.педоватеJ1ЬНОС'l'Ь JЮuентов. Наряду с опреде.ии~rетооt Dn, дt\t 
опреце.пенньпm в (I.I.14). (I.I.I5), рассuотриw опреце.питеп 

2CS) .. /{J~+~Cs) <D2,(S\.~f\ч(5) ~-t-ъ(S) 
~(~') \\\ ~\'"\~}:) (s) tl.n: ~~(s), .. ~+2.(S,)'EJn.t-r"\ (~} 

') 

..... ' \ " \ 

Мы покажем, Ч'l'О при ~ Е Z + вьшо.пняется соотношения 

D I / 

'1"'\-= Dl"\-t1 , 6 1"'1-=- 6 n+\ • 
(I.2.25) 

Рассмотрим опреце.пител:ь D...,+,. · и произведеw с его столбцами· 
с.педу10IЦу10 пос.педовате.пьность преобразований: сначапа отнимем O'l' 

второго столбца первый столбец, умноженнъrй на S \ , за'l.'ем в полу­

ченной ~трице от третьего столбца отнимем первый, У}(НОJЕеННЫй на 

S 2. и второй, уJ&Ноженн:ый на S i , и т.д. На j -м шаге O'l' 

(j -\о \) -го столбца отниuае'l'ся первый, умноженный iш $ j , второй, 

умноженный на ~ j--\,... , j -А стомiец, умноиенный на S 1 • По­
смотрю,, как при этой процедуре изменятся эJ1еwеН'i'ы К -й строки. 

При \<. : О строка ( Sc, S" . . . S n-+ \) на первом шаге перейде'l' 
. ) 1 

В С'I'року (So,~'\-<;O~'\ 1Sa..,·"1snн)=(i,O,S~, ... Snч)и т.ц. 
Очевидно, что в коJЩе мы попучиw строку ( I, О, ••• , О) • Пус:rь К~ 1 • 

На j -к шаге меняется тоJiько( j -+ 1) -й эJiеыент строки 

(~~,s \.{-+\ , ... /;~-+n-+-\). При j :.~ S1i::н перехоЦИ'l' вS',(н-~S\) 
при j ':. 2. s \(42, переходит в s '<.4-2, -s~ 5г.. -(~l(+·C ~~ ~~ )S" ':; 
'::. s~ ... a-~\( (<;г.-S~)-$'<.Н~\ ~s~+~-s~+ ... s \ -<;t:. <f)~(s ). 
Пpeдnu.JIODW, Ч'l'О на j -w шаге элемент ~ 'с:..\..) перехоци'I' в 

~ l(+j -~\(4-j-{ <;\ -s'<.+~-.2.Ъ;2.(S)-, .. ~.JЭ,/ ~) • Тогда на с +\)-м 

{ . 
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\. 

-(<;\(+\ -s~ ~-\)~~ -(s't<{~ -<;\::.·Ч~\ -Sк~2(s))SJ-\ -... -

-(<;\::+' -S~+:i-{ S c ... -S\c: ~j(~))<;"' ::.S'.(+j+-t -<;\(+j S'\ -

Но, как следует из (I.2.22), цu Jmбого ?~ 1 

SP~"-$" <;, p-'Dг.(.s)Sp--1-... <t)_/s)S1 =-~р+-\ (S.), 
поэтому (I.2.2б) перепишется в виде 

<; \(+~-+" -$1<1.+ i s'\ - с;"<+~-.\ <t:>;t cs )- ... -s\(.~i+is) = 

.J ::. с 't( j + " • с v... f; lN ) j f z +) 

(I.2.26) 

(I.2.27) 

Таким образом, в результате преобразования стопбцов мы поnу­

чили равенство 

о· о 

~ri+... cl'\+, 1 ••• с\"'1+ ... f"\·H 

Отметим, что из (I.2.22) и (I.2.27) следует, чтoC1j~Sij+-\-~jSt-: .. 
- ~\ lljlS)-=-<t)j+~Cs) (~=-~ )"')n+\) • Отнимем 0'1' второй 
строки по.пученного опре,1;е.uите.ия первуw,, уыноzеннуn на S1 • Тогnа 

элемент C2 j перейдет в C,J -~-\'t)j+.i.(S)-=-~~+2.-S.)+-\~,-... -

-S;i..'D:/~)-~ ... '0j+,(S)=-<0j+~C~) (j-=-\), .. )Г\+\). 
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Процошrа.я эту процедуру и отнимая на К -к шаге O'l' (¼-+-\) -й 

строки К -ю, уuноженну-о на S1 , (\i.. - {) -ю, уuноженну,о на 

< . . .. s ~) "\ t первую, умножеШiу10 на s~ t мы попучим строкх+\ 
( <f). (S) 4)к+ n-'-2. (S)). Таким образом, det (С pq.) р ~-=--\ =-

к"'2. 1 .. , ) • > 

d -L r n'. ) 1'\+\ · - D' , что и доказывае'l' первое из ра-
-::. eJv \.. lv j~·~.-н ~ ," ... "' -
венств (I.2.25). Второе равенство теперь не'l'рудно доказать, ее.пи 

заАIЭТИ'l'Ь t Ч'l'О 

о о . \. 1 о 

6f\+-\ =t-1)\j So s" \ \ \ \ Snн s Г\42. • 

s~ Sг. •• - <;,nт~ S n..i.:> . .. . .. . . •. . ~ -
Sм"' Sri+2. '" <;2.n-t2. ~2.n-+":> 

Цродепав с определитепеы в правой части преобразования, описанные 

для D('\-+, , получим 
о "' ~ о 

Лn+-\ ~(- ~г+i <fJ2.(S) ", Cf)l"\+a(S) <t)hт~Cs) 
,.,., ... ,,,,,,. ,,t, 

Теперь w можем проверить справедпивость формуп (I.I.I5). Дейс'l'ви-

те.льно, из (I.2.24) ~о-=- Si1: ~ - 6D-' , O-v-=($"2.-$/ }~ =-
j_ ~ D, Do --\ 

(;2·l-~:)2.-=-ffi::. Do \ Пусть форыулы (I.I.I5) выполнятся 
для Q -\ 1 • , • ,О n , ~ 1 . , .. , ~". Тогда, рассма.'i'ривая разноатное выра­

жение L1 , опреце.пенное в (I.2.I5) и используя форыу.пы (I.2.21) 

ДХЯ s~t) ( h 6 Z+J , п;лучим 

. \ , n 1 ( )-(n+2.) { , / 1 / 1 
Q :=: \l D(\-,'t)~(sr Dn-н<t>.i S, -=-\JDn-1 Drн1 _\J DnDl'\H. 

!°'\+-\ D~~~c~y(n+I) D'I"\ - Dn+-\ 
• 

( 
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г 

АнаJJогично " 

_ 6n . 8 
D\"\ 

Теперь мы привецем следствие из лемw I.2.2, харt1к'l'еризу,ощее 

моиентные последовательности разностных выраженм, (I.2.I), ц:ц ко­

торь~х в\') -:.О с У'\ Е:- 2!. т)- Выражения такого виnа связаны с неко~rоры­
ми цепочкаwи нелинейных цифреренциально-разностных уравнений, кото­

рые будут рассмотрены в гn. П. 

" Лемма I.2.4. Для разностного выражения (I.2.I)cлe~e ут-

верцения эквиааnентны: 

r. В\'"\-:0 (nEZ+); 

2. S 2 r'\т-\ -:.О (ri Е Z+ ). 
Доказательство. Пусть В..-.. -..О ( n f Z+).тогп,а $1 =Во=- О 

и s~"):.B1 -=-О • Из (I.2.Iб) следуе'l', что Sъ-:.S2.S1+S0C0S~"¼o+ 
-1-S'\(0 ~;\)Ao ::.О Пусть доказано, что S2.~т\ :.О при К f:Y"'\ , 

('i) . 28'+\ ('\) -

тогда и <;2.\(-Н =-О при \(fef\ и S2.м":>-=-ios~CSг.n+~-p до-
~ (s· с s(\) +с с('\) А 

:-=- ~о 2\< 0 2.(У1-¼).\--\ .::>2\с'.~\ .)2,(r.-¼.) о =0. 
Обратно, пусть s~n+'\ =О (n с: Е+) . Тогда д.пя nюбого ri EZ-t 

в каждом слагаемом выражения (I.2.I9) дм CfJ2n+/S) по крайней ме­
ре одно из чисеп L1 ... Lк нечетно. Слецоаательно,'u2.n-н (S) = О 

('i) с , ) . 
и S"2!'\-ti =О \'\ Е '&:.-+ ) • Аналогично можно показать, что 
s;:,\-=o (m,ntZ+), а значит, и Bm=S/m) =-О цля лmо-
го m Е 2 +. 8 

До сих пор мы не накдацывали никаких усnовий на. рост по f'\ 

коэф:рициентов An)~t"\) cr'I разностного выражения (I.2.I). Те­
перь прецпоnожиас, что они ограничены в совокупности: 
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Тоrца дu JIIDбoro р ~ ~ ра.знос'l'ное выражение L пороцае'l' 

в Щ)OC'l'paHC'l'Be ер(Н) [0).00))-=-1.(ul'"\)::o µnf\-{Jiol\Unllp~ 00 

опера.тор, который wы 'l'Оже будем обозначать буквой L • Это'l' опе­

ра.тор ограничен ·. ! \\(Lu)!'\t\P-=- f IIAn-iun_'\-+'61'\un-+CnUl"l+-\\(f 
r,:C h:O 00 р 

~ f (\\А~\{~- \\ ~h\) ()+\\С, \\Р)\\ u n\\ р' :,С р [о t\ u\'\ \\ . 
Дпя '"'=0z > \\ L\\ расс№трим резо11Ьвенту R ~-=- R ~ ( L)-=- (L- Z. i )-" 
и подсчитаем опера.тор R "l ~о f ;f_ ( Н) , где Бо: ~ Э)(...,__ 
(х. )о) о J ... )Е tp (к·, (0100)). Пус'l'Ь поспева'l'еnьнос'l'Ь попиномов 

Qh(z)( \"\ f 72.. +), заданная рекуррентными соо'l'ноmениями 
Q о (1. )-=-о. Q '\ ( ~ ') = с;\ А n-, Q ~-" (°l)+ (:)nQY) ("l)+ 

+C.r. Gn-H с~)-=- t.Gr\ ("l.) (n f /N). (I.2.Z7) i i 

Разностное выражение (I.2.I) цействуе'l' на пос.uецова'l'епьность 

q.,( с)~ (Go(l), Q-\(l\ .,. ) слецующим образом: ( L q_ (z )}n"" 

= c0\'"\(~)+6no i ('nE l'+)• Отсюца следуе'l', Ч'l'О 
~L -2 i )(-q,(z)+ R. ~Бо)) f'\ =c::f~ силу определения последовательнос-

'l'И р (-z) ::(Ро(~), PJl)) ... ) получаем (R 6 Ъо }"-= Q r1 (1 )+ 
-+ \\.Jl) tJ\(l) , где M("l)t /'(Н). Положиu n:O , 'l'ОГда 
М ("l)-=- ( Q. ~ О о ) о • Воспользуеuся разхожениеы в ряц цля резоль- t 

00 

\) "" -n-~ Ln 
вен'!'ЬI Kz. -=- L z . Отс,ща 

\'\:О 

М (1:} ::-~ z-Г\-•(L n )оо -=-f 2-n->i S t"\ • (I.2.28) 
· 1'\=.0 n :О 

Такиы образом, 

R. "2 ьо-= q,, ( 1.) -\- р (2) tv1 С z 1 , ( I.2.29) 

где М(2.) оцределяется формулой (I.2.28). 

За.метим, что если распространить цействие отображения R 
с операторных полиномов на ряды 1J (..Л) = f Ц к.Л К,V(.л)~J УкХ'\ 

1<:О l<.:D 

воспо .пьзовавшись формулой, аналогичной ( I. 2. 8) 
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\, .. · 

()О ()О 

Q (U (.л) > V(.;\) = lo f:o 1J ~ <;~+j \j "j ' 

в спучае, когда правая час'l'ь иuеет сuыс.п, 'l'O (I.2.28) моzно пере­

писать в внде 

M(r.)~ Q ( )~-2. L) i). 
В эакпмение этого пунк'l'а дot<a:zeu форuу.пы, выража10ЩИе попино­

uы Q У"\ ( ~) через по.пиноuы ? n ( ~) и обобщенну10 спектрапь~ 
Функцию R: 

Oh(r.)~ R ( )-2 (Р,.J.л)- Pr1("l.)), i) (I.2.ЗО) 
(ана.погичные форыу.nы справедливы дnя операторных .якобиевш матриц). 

Деяствительно, для ~rоого r'I Е {/'J) 2 R ()_2 (Р..., (JJ- H.{z)),i)= 

-=R ( J_ -z (,л ?\'"\(.л)-2. Pn(i))- Рn(л)J).Из (I.2.5) с.педует, что 
R ( ~ (.л) > i) -=- О , а из рекуррентных соо'l'ноmениЯ ( I. 2. 2) , 

что .л t>nC.л)-2. PnC"l) = An-\ (~-\(.л)-Pr\~(z))+~(ЧJ~)-Hiz))+ 
+CY"\(?n+J.л)- Pi")..,\ с~)). Поэтоuу дпя поспецовате.JIЬНОСТИ 
R. ( i- 2. ( ~'"'(.л)- Pn(r.)), i) (rн~ DV) выполнятся те же рекур-

рентные соотношения, что и цпя Q n ( t.) , при э'l'ou 

R.(й( РоСЛ)-Ро(-z)), i)=O=Qo("?.) 

R (J-2 С.,\(.л)-\:\("Z))) i=C;'=Q~(~) 

что и доказывает фopuym.i (I.2.29). 
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2. Конечные разностные выражения. Рассмотрим теперь раз-

ностные вьrраиения. деRс'l'вупцие на конечные постщоватепьности 

(u.o, \j '\ ) ''. '""'"") э.пемеН'l'ОВ прОС'l'раНС'l'Ба н; 

( L \J. )r-,-:. Д f)-\ U 1"\-{ + \:)r\ V. h-+ ( n '-А 1"\·Н ( I.2.ЗI) 

( n: о, , .. , /\1 ·, \J_"-:: Ц,.~~-. :О ·, ~nE;i'(H) (n:0, ... ,N), А h > Cn f j'(ц) 

и обрати11Ы (r.::.O> ... > N-~ )) • L пороzдае'l' ограниченный опера­
тор в пространстве 

н"'Ч u '('-ln 1~.о \unt f-1) с \\U 11 >1"·' = iol\ \.\ n \\). 

Как и в п. I ыы uo:zeu задать пос.педоватеJIЬности операrrорны:х 

попиномов (~n(Л)~-=-о , (?"4 (.,л))~ 0 .(Gr.(Ji)):::.o , полагая 

р_\(.л)-:: R:(л)=О ,Ро()):Рс+СЛ):i )Qо(_л):О, о~(л)=С 1 ) 

. АУ\-~ Pfl·~~ (Л)+ВУ"\ ?J"\(Л);<:."'?n;,.\(~):: .л Pn (;\\ \)\'"\+-\ (.л)Сn-\ + 

+·~=\~С~)-€~+~~:~'(i)А~=Л ~:(.л) (n=O, .. ,, N-\), 

А~--. On-J.Л ).\. ~l'\QrJЛ)+CY'I Qh+\(.л ): .А Q\'J.Л)(h"\ ... /J-1) ~ ( I.2.32) 

Кроuэ того, по.пожиu 

~+\ (.л): (.л 1 -BN) ~\~(Л)-А,,н ?iv-i (л)) 

Q ~н (л) :(,л i -'DN )QN (.л)-А N-{ QN-{ (л) . 

(I.2.33) 

Тогда соотношения (I.2.3) .пеммы I.2.I выпопняmося при f),m=O,, .. ,N. 

Пусть, как обычно, Sn-::. (С' )оо с У\ t ,l +) • Опреце.пиu oбoбщelffiY!!' 
спектра.пьнуn функцию R выражения (I.2.31) форму.пой (I.2.8). 

Леuыа. I.2.5. ВыпоJIНЯмся •соотншения ортогонапьности• 

R (Рг/.Л) 1 \:>~(л)) =ЬГ)m i (n,ff"\=-0, ... ,r.J). (I.2.34) 

г 

(, ·' 
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Доказательство. Дnя n =-О>"' ,N ·введем опера'l'оры Бn: Нэх-
) \-\N+i С+ /1/tl с · ) Н (о) ... ,о ,х,о, ... ,о Е )о"' ;.Н .э Uo,, .. )UN t----UnE • 

( Б_ \ , Б_: - тривиальные операторы). Тогда (I.2.ЗI) можно перепи­
сать двумя раэJIИЧНЬIЫИ способа:uи: 

_ L ~n -:.. О fH С n--\ +bn ~ Q ~ 6 n+ 11 А 'Г\ 1 
{I.2.35) 

Ь~ L-=- Аrн8:..\ +t)~б; +Сn6:н, (Y'l=o> '''J ~--\.). (I.2.35) 

Из (I.2.35) Б'('\ рекуррентно выражамся через L , Оо и 
козqфициенты разностного выражения: 61'"\-+ \-=- [ L Б n - ~ n t> (\ -Бn-~ С n--\ J f-.Д~ \. 
Например, 6 ~ =-(LS 0 -0c baJA~ 1 6.а =- [( L2.&- L5c \:)о) А~1-БсСо] Хс 1 • 

ВообПJЭ; дn-=- ;_ L 1\S0 Fnк , где i= 1-н<.. Е ~(Н!При этом в 
l(,:.Q 

си.пу (I.2.35) дШI l=nl( справедnивы соо'l'ноmения ~n~-~= Fn--\ кС n--1 + 
+F,...'l<.~.,+Fn-нк.A"' (\"'\ =-0 1 ... 1 N-~ ; Fnк-=-0 при r\Z\<. ). 

Но из (I.2.32) следует, Ч'l'О такие же соотношения выпо11НЯmся для . +с ) ..!2. к"-+ козqфициентов полиномов Pn .л .:=- ~ :Л I nк , ПOЗ'l'OJIY 
. К-:::.о 

Sr.-=-f L-к Б0 P~in=o, ... ,N),~ Совершенно аналогично из (I.2.35) 
V.::.O n + К ( • 

еле.дует, Ч'l'О о~::. fo Pn1<,Бc+L n::O, ... ,N), 

где Z р('\\(. А~=- ~n (.л) ИЗ {I.2.32). Очевидно, Ч'l'О c: - Б('r'\-=~nrr1i 
\(:О ~+, V'\ m Р. с+ l(+j (")+ __ 

С другой стороны, как w показали, On d,n::. L l nt<.Oo L 6с 1 C\J -
к::.Q J::O 

"' m n ( l<.-+j) Г\ + "' ""' " + :=: 2: z._\':'n\<. L oot'm} -=-:Z ? r:':n\(.S\{·(~ Рт i = 
\(.:О ~=О \o(.:sO J =-О 

= R ( ~'"' ( Х) , \:> ~ (л)) , 

откуда и следует (I.2.34). 

Лемма I.2.6. Существум· такие операторы ~о, ~-\, , • , ~,'1 

·f ;f_ (Н) • Ч'l'О для .11юбого К Е Z. + 
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51-J-;,',(.-t.a.-=- f:oFj Sl("'j • (I.2.Зб) 

Докаэа'l'еПЬс'!'во. Рассмо'l"риw R Z! - резовьвеН'l'у L • как 
апераоrора из :f (Н "1+ •) при с.>\\ L \\ • ~сть q, (Z) ::(Оо(2. )>'", Q,.,(2))J 

\=)(1,)-=(Ро(2), .. .. , Р N(~)) • Из рекурреН'l'ных соо't'ноmениR 
{1.2.32) с.пецует. что пос.пецовательность (q,.(2)- R2 60) уцов-
.петворяет теw же рекурреН'l'НWоl соотноmенияu, что и посnедователь­

ность р(""2) , то есть Q.-~&-=-q.(2)-t ~(2J V\ ( ~) , где M(Z) = 

= ( R -z <So) о • С другой стороны, из равенства ( L - l 1 ) R 2 8с =-Ба ) 
с.педуе'l', что А N-A. ( R ~so)t,J-{ ~ е,"' (R "2бо) N ""- 2 ( Q. 1&) N) 

иnи О-= (""2. i-BN)O.,.., ("l)-A,,нO.~.нC2)+[(ci-B"')P"J(z)-,lN- t.P.v_f;?J}Ml~)i 
Таким образок. uы докаэапи, что справед11Иво равенство / 

(I.2.37) 

где QN-+~(~) 1 Р111+{ (~) - полиномы (I.2.33). 

При "l > \\ L \\ функция IV\(~) предс'l'З.вnяется равноuерно 

сходящимся рядок (I.2.28). Подставляя (I.2.28) в (I.2.37) и при-
~ а -равнивая нуnю коэ't-Ч'ициеН'l'ЬI при отрица'l'еnьных с'l'епенях -z:. , мы 

r,I+\ N-t-\ j 

,--
( 

по;uучик ~ Рн-н ~ S к f J =-О где L PN+i .> Z =-P,.J+{ (l). 
J :.Q j.::.0 . 

: . (_ __ 

-1 
Отсща сшздует ( I. 2. Зб) , ее пи поnоzить F j ~ - Р N-+ .\ N+, P,v .... (j 
< 1 ""о> • , . , N). 8 

Таким образок, обобщенная спеК'l'ральная функция R • соответ­
ству'DQ9.Я разностноwу выражению ( I. 2. ЗI) , которая оцнознвчно восс'1'а-

навm1вае'l'ся по моwеН'l'ной аостщовате,u,ности (S"') -l ... o при по-
кощи форwуnы (I.2.8), уцовжетворяет усховиям (I.2.34). (I.2.Зб). 

Спра.ведnива теореwа., анаnогичная тeopeuaw I. 2. I , I. 2. 2. 
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Теорема I.2.4. Дпя 'l'Ого. Ч'l'Обьr ПОСJUЭЦОВ8'l'е.ПЬНОС'l'Ь опера'l'О­

ров из :J. С Н) ( S~) ;~о яв11Я.1Щсь моuеН'l'ной поспецвва'l'е.пьно­
стью неко'l'орого раэнос'l'ного выражения вица (I.2.ЗI) необхоnиuо и 

достаточно, Ч'l'Обы выполня.пись спецущие ус.повия: 

I. ~о.,,_ i 
2. Дnя некоторых Г-о 1 , , , 1 F N 6- ;f ( \-\) 

N 

~N-+K-t-\-:? Fj S1+\(. (\<.<; Z-t), 
J~O n 

З. При n .,.0 1 ••• 1 N опера'l'ор-матрица ( $:i"'"~). \(:О яв-
, \ У\+\ J • 

.пяется о6ра'1'иuьш опера'l'ороы в прос'l'ранстве м • 

Мецу раэНОС'l'НЬIUИ ВЩ)аХЕ!НИЯ№f , ВИда (I.2.ЗI) 'l'акиuи, Ч'l'О 

Cn-... i. ( n=-0> ... 1 N-{) и обобщенныuи спектральныuи функцияuи R, 
поро,r,ценныuи пос.педова'l'е.пьнос'l'яuи, удов.пе'l'воряпциuи условиям I-3, 

сущес'l'вует взаимноодноэначное соответствие. которое эаnается фор­

ыу.пами 

R. (~У) i )_) =- Sn .,._ ( L"') оо ( h G .Е +) , 
~rn -:.R () Р,,.Jл) 1 Р~ (л)) ( rn =-О, .•. N), · 

_Д rr\ -=-R(.л Рmн(л)) ~(>i)), (m~q ... , N-\)1 

(I.2.38). 

где РmСл)-= .ЛУТ"\ i+ ... ~. Р~ ()) - по.JIИноuы степени m (m:o, ... ,N), 

удовnе'l'воряющие (I.2.34). 
Доказа'l'е.пьство. Необходимость ус.повия 2 доказана в .пeuue 

I.2.б, а веобходиuость усаовиА I и З доказывае'l'ся 'l'ОЧНО 'l'ак же, 

как в теореuе I.2.I. 
При доказате.пьстве достаточнос'l'и, ана.поrично 'l'eopeue I.2.I, 

показывае'l'ся, что при Т"\ -=-о, ", , N д.пя mого многочпена R "'С .л) 
степени t"\ со c'l'apmиu коэфрициен'l'ОU I найце'l'СЯ многочлен Qn(Л) 
степени r"I 'l'акоА, Ч'l'О R(Q"'(,.\)) Q\'"\(л)): i. Постз этого при 
помощи процедуры, описанноА при доказа'l'е.пьстве доста'l'очнос'l'и в 

·теореме I.2.I строятся cиc'l'euьr поииноuов Р" (А\ Pn1- ( Л) 

; 
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~- (n-=-01 "')N) 'l'ахие, что ~"(Л) 1 р; (,л) - попиноыы У') -й С'l'е­
nени, старший козqфициент Pn (л) равен I и ВЬIПОПНЯm'СЯ соот-
ношения ( I.2.34). При Т'1 ~ N+ '\ процесс псевдоортогона1IИзации 

не может быть прод о пен. ДеRстви'l'еnьно, пусть Р,-1"н (А) -:: ,л""+ t + 
, ~ Г\ \ к - поnином, для которого выпо.11НЯмся равенства 

-т L YN~'\\<. /\ . 

~~ с ) R(?t-Jн(Л), )\'rl.... l)=-0 к::.О,, .. 1 N и:яи, что то же самое, 

St-J.+'l<H -::..~f P/'J+\~ ~\(t-J (к:::.о, ... , r-1) • Тогца из усповия 2 тео-
.1 .:.о 1 ~ 1"' " t реыы и обратиыости оператора l ~K"'-j \ 1<. .~ = о в \-\ 1 + с11ецует, что 

р,_,_. j .,._ - F j . Значит, · усJiовие 2 эквивадентно усJ1ови10 R. ( VN-+" ( .Л) , 
,л \(. i) -:.0 ( \/ \<.. Е: L +) и процесс псевдоортогонализации не 
иожет быть продопжен. 

ФормуJ1ЬI (I.2.38) по.пучаются так же, как формулы (I.2.I4) тео­

реwы I • 2. 2. 

Отметим, что формуJlЪl (I.2.Iб), (I.2.I9),и (I.2.20) и (I.2.23) 

непосредственно переносятся на случай конечных разностных выраже­

ния с единственньш изыенением: поспецовательности 5Cm \ (S~m) )~о 
рассматриваются nишь при m =о, . , . 1 N. 

З. Разностные вы,раzения с опера'l'ОрНЬIМИ коэФI»щиентами 

на всей оси. Рассмотриu разностное выражение 

(Lu Jh-::. А ri--\Ц n--\ + ~n\..\"' +С-~ Цn (I.2.39) 

{ \"\ (: z.) U :{ц"' l~-=--oo )Unt н \A'rl I в~ ,Cn€ :t(н)) 
причем An и Cn - обратимы). Применим к L метод ~воения 

дJIЯ того, чтобы получить разностное выражение вида (I.2.I): 

последовате.пьности U ~ (u"' )~.,. -100 поставим в соо'l'ве'l'ствие 
- ""-J ("" )С>" ,...,_, о /, 

ПОС.llедоватеJIЬНОС'l'И l ц :. Ц ':. \...\ 1"\ 1'\ =О t где ц 1"'\ ':. C.Ot.. \ ц_ n- ~' 

ц n)G 1-1 ~ и рассuотрим разностное выражение L =- I L l -'\ , деАс'l'-

( 

l. 
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. -=-(A-n-2 (l-\ u)-n-~ 4 B-r'l-i (1-tG)-t"\_"+C.::x1-.i (I~_\:~)-n) = 

An-.\ (1-tuJ"'-t 4 Bn(l-tц\,-+Cn~\ -t)"-\-t 

. ::. ( А -n->. U n• <, 1 -+ B-n" 1 U n,,-+ с,,._,\,,\ n-, ,,\ "- (С-~< ~u~ .. ~ 
дr.-.\ Un--\ 12. -т ~nV.n>~ -4 Cn\.Лn+'\,2..J О An-1 Un-,)·1 

. . - -- . .. . . ' 

·..1г/Р.>-1"1-\ о \(un.~) 4 (A-r\-?- ~)(u"''•' \~д0_,Un;•'в"Ц"+'с,Ц".' . 
\D ~J\ ~n.2- о СУ\ Un•"') · , 

. (У\Е 1N) 
~ 

Такиы образом, разностное выражение L имеет виц 

(Lu)Y\ -=-A(\-J., ~l')-\+6"'U"' +С\'\U(\н cf\~ Zт/J.-\ :О) (I.2.40) 

( 
где 
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с =(Р...(1-~ 
n О ;~) (nEL+), 

t) =(~h-\ 
1"\ .. о ~..,} (,-,б f'v), (I.2.4I) 

К разностноwу выражению (I.2.40) приuеним все реэу.пьта'!'ЬI 

пунк'l'а I данного параграфа: д.п.я него wжно построить системы попи­

ноuов D"JA), Pn.+ (,.\) ( nE-l+)• уцовпетворящие ( I.2.2) и зада'l'ь 
обобщенную спектральную функцию R. при помощи ( I. 2. 5) или при 

понощи (I.2.8), гце 

(I.2;;:42) 

По всякой обобщенноn спектра.пьной функции R со значения­
ми в пространстве ua. триц 2х:2 с козф:рициентами из :f. ( Н ) ii 

удовпетворяющеR усnовиям теореw I.2.I можно построить некоторое ,.., . 
разностное выражение L вида (I.2.39). Однако при зтоu возни-

кает вопрос об описании обобщенных спектра.пьных функций. которыu 

"' отвечает L с коэф:рициентами вида ( I. 2. 4I). Ответ на этоl! вопрос 

дае'l' 

Teopeua. I. 2. 5. Д.п.я того, Ч'l'Обы О'l'Обраzение R • уцовпетво­
ряпцее ус11овиям теореw I.2.I. явц.иось обобщенной спеК'l'ра.иьноА 

функцией некоторого разностного выражения (I.2.40) с коэф:рициен­

тами .вида (I.2.4!) необходимо и достаточно. Ч'l'Обы д.п.я его моыен'l'-

ной поспедовате.пьности S-:.(~\'"\)n:o выпопн.я,rось тобое из 
эквивалентных усповия: 

I. Д.п.я любого ~ 6. 7l. + 
"' iQ Sк[Si ;:r]Sr\-\(~[Snн, Т]. (-I.2.43) 

2. Д.п.я любого 

(I.2.44) 

[page 55]



Здесь 'lv~ ( S) за,w,е,ся фo~u;yJ1auи ( I. 2.19), 'J ~ ( l; _1,) • 
Доказатепьство. Пусть коэqфициеН'l'Ы (I.2.39) име!fl' вид (I.2.4I 

Покажем. что в этом с.пучае выпоШ1Яется (I.2.43). При ():.0 вы­

по.пнение (I.2.43) очевидно. Предпопожим. что 1,111 доказа.пи это равен-

ство при Г\: \ >2. , , , УУ'\ и рассr.ютрим оператор K=-1+\s~[S1)} 
) > к-=-О 

m-\ 

.x<;m+,-~-=~iТ\н[S, T1+SY'l\(S,,1JSi-t~ ~ж(S"',J]Sm·Ч-'t( • 
. , \(.:.о 

Пос.педн10ю сумму ua,nro переписать. испопьзуя (I.2.Iб) 
m--1. УТ'I-<\ 

L Sv:. [S-\ JJSm+\-\<.-=- ~о ~~[s" ,J)S~_\(.S"-+ 
\(,~-\ m-"-\ t'J . <.") :" 

:+ L ~ 5\(.[~-\ ,11 s"'-\<-~·--\ С.о s~ Ао 
К.::.о J ::о 

где ( с -( 4)) .оо 
.::>..) j::..O 

- поспедоватепьность момеН'l'ов. o'l'вeчaQ!Jiя 

разностному выражению 

"' "',v rv "",...,,"' :\ 

( L 1 u. \"'-=-А"' u t'\-/ ~~" u "'+С."'~ .. ц"'~" ( '(\f. Z + u _..,=-О;. 
) 

Из <1"2.40> и r,авенства S\') = ( L \ )~о ( j Е Z +) спецуе'l'. 
,-.. (4),..., - . 

что операторы ( 0 Sj Ао и J коtЩ'l'ирум. Перепишем 'l'еперь ' 

К в виде 
. '(Т\ 

к~Sm+._[$.., )11 .. ~0 S',( [ <;.., J) Srn-~ ~\ + 
1"1'1• .\. ('\-~ "" ,... l \) "" 

-+ ~ 2 ~\С. [ <;-\ 1 J"] <;(.m-~-4)-~ Со S ~ ~о.• 
J-0 "-::.о 
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Снова воспо.пьзовавшись (I.2.Iб), получаем~ Ч'l'Ь \<.-:. LSfY\+2. ,J J 
что и требовалось доказать. 

Цредnо.пожиw.теперь. что выпоnняется (I.2.43) и цокажеw, Ч'l'О 

_ тогда справедливы соотношения (I.2.44). Действите.иьно, попа.гая в 

< r. 2.43) ": i , uы получим S"' [ S <:Г]-t [S.a. iI) $,.. = 

= LSг,1"1 иnи[S~-~/ ) .. J:.[<D,(S\JJ =О. 
Пусть ~I.2.44) выполняется при n =-2.,:> > .. , )'(Т\" Тогца из (I.2.22) 

и прецпо.пожения индукции с.педует, что 

c~V"t"\4\ (s\ -т1 ~ [ ~rт,~" ,3"1-с~~ s" ;т1 -. 
- ~ .. [S\ Т} 'Dm•-\-=~ (S). 

j:-\ .J) ..J 

Воспопьзуемся (I.2.43). Тогда 
m-.\ . 

l~mн(~) Т".\-=- ~ <;',( l~" 11 ~"'-~ - [SУТ\ -Т] S\ -
J \<.-::.'() ) ) 

/"<'\--\ m-\ ( 

-~ [<;~ T1'Dm-н-·j(~)=2 <;~(~-<I} ~YТl-~-S~-~-~S\J-
~:" , . ~~о 

'('{'\--\ ~-~ 

- ~ L. <;~ [<;,. ,TJ S\-\-~ 'tJm+,-\ (~' = 
.) .: " \<."-0 -1 .J 'J 

=-~ s~ (~, ,Т] (Sm-\( -S n-1-\(.-\S \ .;'f .. , S~ <tJ~+ .. -j (&)):.о 
К::.о J"'O J 1...__ : 

Так как в си.пу < I.2. 22) S l"Т'-11:. -Srn-\{-.a. S, - ~\,(-~ S J<t)rnн-.iS)::~ .... iS). 
,J :. "' 

Д.пя завершения доказательства теоремы нам необхоциuо поRазать, 

Ч'l'О из условий (I.2.44) следует, Ч'l'О отображение R.,, соответст-
вующее МО140Н'l'НОЙ ПОСЛ8ЦОБа'1'еJIЬНОСТИ s.;_ С:>....-.)~:.о t ЯВ11ЯеТСЯ 
обобщенная спектрапьной функцией некоторого разностного выра•ения 

(I.2.40) с коэфрициентаuи вида (I.2.4I). ДеАствитеаьно, теорема 

I.2.2 у,rверцает, что пос.пецовате.пьности S соответствует ецин-...., 
ственное разностное выражение L , уцов.петворяпцее цопо.ините.пь-

,..., ( \ о) ноuу условию СУ'\.,,_ 0 -\ • Тогда, в сипу теореuы I.2.3 rв,з-
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(',J 

нос'l'ному выра:zени10 L .\ coo'l'вe'l'c'l'вye'l' момеН'l'ная пос.1едова'l'еJ1Ьнос'l'Ь 

s<-")-=-C~<~): 0 -C<E)n+2Cs)~~csг~):o , причем 
. [5~\TJ=-o (_nE Z-t-). Тогда из формуп (I.2.23) 'l'еоремы , 

I.2.3 спедуе'l', Ч'l'О А"' (n~ Z +)и t""(nE /N) и~ет виn 
(I.2.4I). 8 

Teopeua I.2.5 описывае'l' обобще~ спек'l'ральну,о функцию раз-

нос'l'ного выражения на всеА оси (I.2.39) и обоб~е'l' 'l'еорему I.2.4 • 

. В ~)40М деле, пусть q(д)-:(,SJ.1..1 ~ (л ))oL ,~=-t,0попожительно опре­
деJiенная ма'l'ричн.ая мера из 'l'еоремы I.IA, 

tv\( с)~ С Md..,f>(1))cJ.,~=-\,o~ 5 J -~ d g (,л) 
-Cj:) 

- COO'l'B8'l'C'l'-

вующая еА фующия ВейJIЯ, S .... -=-(Sг.·,c:i.,'p)J.1~=-.\,0 = 
00 

= S )/'d g (..л) (n~ l.+)- r.rомеН'l'ы меры 9 . Воспользуемся 
-,;у;, (:Р 

предс'l'аВJiением tv\ с~) в виде .Ряда M('l) = -~о~-~-\ Sr.. 
Сравнивая козфрициенты при z-n-'\ в обеих частях (I.2.20), попу-

причем • Но точно 'l'a~oe 5е 

соотношение можно подучи'l'Ь, расписывая позпеuеН'l'но матричное равен­

С'l'ВО (I.2.43). Таким образом, (I.2.20) зRвива.1ВН'l'но (I.2.43), и 

теореuа I.2.5 является обобщением теоремы I.2.4. 

В заключение параграфа докажем-. разностного выра~ения 

(I.2.38) лещ, аналогичну~о леuые I.2.4. 

Лемма I.2. 7. · Пусть S ::.(S"): 0 - моuентнаs пос.вецова'l'е.пь­
ность, соответс'l'ву'!JЩЭ.я разностному выражени10 (I.2.38) 
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Тогда спедупцие ус11овия эквива.11еН'l'нь~: 

I. Bn =-О ( n t: Е) ~ 
2. S~,н-\ acL -=-о('(\ Е Z: oi. =-i Jo) ' . 

и S~ n ,cl ~ -:.О (n € iZ. : о!.,~:.--\) О) d.. *-~) ( t.2.45) 

Доказа'l'еnьс'l'во. Пус'l'ь ~\"\ -=О ('f\ € ']!_) • Рассмотрим разно-
rv 

стное выражение L • соо'l'ветству!)Щее (I.2.38) и разностное выра-
,,._ l'V 

:zение L t • которое задается форwуr.ой ( Ic.2. I5). Тогда дпя L" 
"') 

вьшолнямся ус.повив ne)OO,I I.2.4, '1'.е. S '2. n+ \ -=-О 
(=) 

(r.GZ +, r()f. N ) Кроме того, [ S2 ._ ) Г}: О ( '1f Z + , m Е N). 
Тогда из (I.2.Iб) следует, Ч'l'О 

"' ,...., (-\) ....., 
S '2..n~1.:=· S2.n+'\ S,. + ~ ':> 21"'1 Со S Gt"l-2.p А о ( \'"\ €: L +) 

~о r ) 

n "' ( \) l'V ·с 
. S2.t'\-+Ъ -=-S2мz.S"-т.L ~2 р.нСо S-a.r-.-2.f>Ao n~Z+). 

Р-=О 

S ( ~ о) s ( о (_ \ ) Учитывая, что O :: 0 " , 1 = р.,. 0 мы по индукции 

убедимся в справед.пивости соо'l'ношений (I.2.45). 

Наоборот, пусть выполняется (I.2.45), тогда, с одноА с'l'оронь~, 
с ( 1) - о ( 77 из {I.2.I9), (I.2.20) спедует, Ч'l'О .)zn+•~..i,c,1. - n G ~ .... , 

d.. =-О, - ~) т. к. в каждом спагаемоы S i.. _. ... S i. \(. в форwупе, 

опредеияпцеА CV 2""' +" ( S) нече'l'ное чис.110 нечетных индексов i.1. 
С другой С'l'Ороны, в сипу (I.2.44) (1J"(S) 1 :Г]-=-O (n~ L). 
Поэтому <D2n+~ (s) -:. 0 · • а значи'l' И S2(~~ ,i = 0 ( n Е: Z). 
Тогда из пеыuы I.2.4 спедует, что В .... : О ( У\ G Z ). 8 

, . 

'· . 

(_ _. 
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-ГЛАВА П 

ИНl'ЕГРИРОВАНИЕ НF.АБЕI1ЕВНХ ЦЕПОЧЕХ 

НЕ11ИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

§ 2. I. Неабе.nев аналог цепочки Тоды, связанНЬJй 

. с операторными якобиевш.си ма'l'рицами 

В этоы параграфе бупуr изучаться попубесконеЧНЬJе цепочки не­

.nинеАных дифререfЩиально-разностных уравнений с операторно-знв.ЧНЬJ­

uи неизвестНЬJ.ми, свяэанНЬJе с опера'l'орНЬJuи якобиевыuи ма'l'рицами ви­

да (I.I.2). Дпя их ин'l'егрирова.ния будет использован ue'l'oц обра'l'ной 

спек'l'раnьноR задачи, ко'l'орый бып впервые nриuенен в [=>,~-i ]дпя ин­

тегрирования по.пубесконечноА цепочки Тоды. Это'l' ue'l'oд coc'l'OИ'l' в 

переходе от рравнениR системы к уравнениям эвоRщии спек'l'ральных 

данных ассоциированной с ней операторной якобиевой ма'l'рицы. Э'l'а 

зводж:ция в ряде с,~учаев оказывается прос'l'ой, что позволяет, решая 

обратную спектрапьну,о зацачу, восстанови'l'ь в nроизвольНЬJй woueН'l' 

времени решения нелинейной системы. 

В п.I мы опишеw систеuы уравнениlt, _ ко'l'орые WOf'Y'l' быть запи­

саны в форuе Лакса 

L (t)=- [ L(t)) А ( ~)] (2.I.I) 

где L ( t) - гпадкиu образом зависящая от t операторная 
якобиева матрица, а A(t) - 'l'рехдиагонапьная wа'l'рица с опера'1'ор­
ными зависящими O'l' t эJ1еuен'l'ами. В пп. 2,3 буцу'l' пожучеНЬJ 

уравнения эво.nW'IЦИи спектральных данных L ( t) и nроцецура об­

ратного перехоца от э'l'их уравнений к уравненюо (2.I.I). При Э'l'Ow 

для неабелева анапога цепочки Тоды будет доказана ·теореwа сущест­

вования и единс'l'венности решенияэацачи Коши и предложен uетод 

i 
1 

. 1 
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восС'l'анов.пения решения в произвольный момент времени. В п.4 uы 

примениu результа'l'Ьl пп. I-3 дnя попучения решений специа.пьного 

вида по.пубесконечной цепочки Тоды, связанной с несикuетричюш 

разностным выражением с опера'l'орнъши хоэфflициентаыи ( [ 2) 1 ч 2.)). 

В п. 5 будет рассыо'l'рена связь между систеиаыи пп. I.З и потока­
ыи То.ды, изучавmиыися в [ 4 3 ] • 

I. Рассмотрим опера'l'орну10 якобиеву ыатрицу L . , гладким 
образом зависящ:уl'J O'l' времени t. ( то ес'l'ь ее- эJ1ементы один раз 

сильно непрерывно дифреренцируеыы): L ~ L (t) , где tc [0 1Т), 
а ТЕ [О, а:,) - фиксировано. Предположиu, Ч'l'О ВЬ1полняется 

уравнение Лакса { 2.I.I), где А= ,A{t) - трехциагона.1Ьная ма'l'­

рица с операторНWIИ э.пеаентаwи. Такиыобразоu 

Во А() О о о ... 

До~\ А\ оо .. . 

о А\ ~~А,0 .. . ,А=-

'fo ео о о о ... 

Фо ЧТ. е, о о ... 

о ер\ ЧJ2 ~о ... 

' ' ' ' ' \ ' ' ' ' .. 

( 2.I.2) 

' 

где An~An.(t) >О 
@ n-=-0n(t) t 

• ~n:~(t):: 5"*r\ (t) ,фn:. ф""(t) ,'o/n=Vn(-t) 
( f\ € lL+ ) 

сящие O'l' t опера'l'оры из ;;i ( \-\) • 
- гла.цким образом зави-

Э.иемеН'l'ы uа'l'рицы А однозначно опрецеumся по ~-о , . 

'\lc , ®0 и элементаu ма'l'рицы L . Действи'l'еnно, подстав11ЯЯ 
(2.I.2) в (2.I.I) и сравнивая элементы В'l'орой диагонали над глав-

ной, по.пучим 

0-=-Д'"'8"'+~-0nАnн (hE l-+) 
) 

[page 61]



откуда сле_цуе'l', Ч'l'О 

е(\-:. д-~-{ .•. д:\ ео А~ .. , д"' с'(\ Е /N). ( 2.I.З) 

Аналогично, 

(2.I.4) 

. 
Из сиwwетричности ыатрицы L закл!ОЧЭ.еu, Ч'l'О 

A'(\.'lf (\+~-+ 1\>,ч\ дr.-=- A"1f'"'-+<\f"'~n+0nBl')+i+ВnJP(\-~e"-<l'"'B"'<2.I.5) 

(V'\E Zт)• Поспедоватеnьно полагая в (2.I.5) n = 0,1, ••• и ис­
пользуя (2.I.З), (2.I.4), NЫ найдем 'Чf-1 >'Чl;.,, ... При этом нужно 
воспользоваться тем фактом, что уравнение А Х + Х А = В от­
носитепьно ХЕ -:f.. (Н) , где А) & Е -;;f ( Н) и А >0 , однознач­
но разрешиuо ( cu. ,например, [ 1 ) . 

Переписывая матричное равенство (2.I.I) поэлементно, получим 

систему уравнений 

1\., =Anl\Jri+~ -1\f"' ~"'+ ~ 0(\-81"\ Вм-\ , 

~=AY'l-1en_,-e"'A'"'+д'"'q:," -tP'"""1~n-;t-B}V\"I-~ Bn ( 2.I .б) 

сУ\~ z+ ~ д_\-=-о ~ tf со,1"))) 

КО'l'Орая вместе с со0тноmениями (2.1.З) - (2.I.5), :где cpo>Vo, eQ -
заданные гладкие фующии t , является не.иинеRноR системой, эк­
вивалентной уравнению Лакса (2.I.I). 

Пример 2. I. I. В случае одномерного Н :. <С i элемеНТЪI мат-

р~ (2.I.2) являmся ре~веннозначныuи фующиями и сис'Реиа урав­

нениА (2.I.б) превраЩ:iется в несколько усло,кненну!) полубесконеч­

ну~о цепочку Тоды: 

ar) = ~ ta"C~н-i"'), i"-=- ica~-a~_{) 
(Y\G .l+ ~ 0.-~ =-О '1 t ~ [о ,1)). 

(2.I. 7) 
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_, 

Здесь мы обозначим t (t)~(Фo(t)-®o(t))a~" (t\ 

Q v-, --=. А r. > О ) i У'\ -::.. В n Е \R { • 

К.пэ.ссическая цепочка Тоды получае'l'ся в спуtае i:. l . (Более 
подробно по этому поводу см. [ ] ) • 

Приuер 2.I.2. Пусть 1-\ ~((' • (о.п(t)): =--о0 > (€,n(t;)):-oo 

- две последоватепьности гладких ве11'3С'!'Веннозначных: функций• при­

чем On(t)>o(nEZ!.; t~[о;Т)).аuа'l'рицы2'с2 A'r\, В\"\ 
(nc~+) имем вид (I.I.I9) 

(a..n ~ о _ ) _ (~-n--1 о\ 
А"'-=-\ 0 - а'"' CnEg+),B("\-::. 0 ~j(r'lf/N\ 

~о -;(IЬ-\ О.-~\ -
С-~ Сл()} • 

(2.2.8) 

iloJIODЫ 

(2.I.9) 

Так как uатрицы Q\ -=- - ®о и А.,... ( nE 7Z."r) диагона.пьны. то 
в сипу (2.I.З) • (2.I.4) 

(2.I.IO) 

Это равенс'l'во и диагонапьность АУ\ (nE Z+) и Bt"'I ( У'\с !N) 
приводят к с.11е_пуQЦей записи ( 2. I. 5) : 

__ An 1f~н +lfn-н A~=-A'r\ 1V"n -\- чгr\ А.,... (n·E[/'J)) 

А о 'f4 +W" до-=-Ао"fо ~~до - Во ео -ер~ 'е>о. 
. (2.I.II) 

Первое из этих равенств дает lf" -:. °Чf2 -=-,. , • Дапее • учитывая 
(2.I.8) и (2.1.9). получаем 
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= А~ 1\5"-\ + "W" Ао. 

Поэтому из в'l'орого ~:евенства (2.I.II) закn11NЗеu, Ч'l'О Ао ~ + 
f-1 Д0 :.О и. спедова'l'еJJЬно, "Чf t =- О • Таким образом, 
W'"':. о ( У:'1 € /N) • Учитывая попученное равенс'l'во, а также ( 2. I. 9) , 

(2.I.IO). перепишем систему (2.I.б) в виде 

• 1 i - • 
Ао~ 2 J Aof\-г:-ioJ Ao-1foAo, Ec=-J А~+[~~1 (2.I.I2) 

дr\ ~ k "J А.J~м/6г\ ~-:..J(д~ -А~~) ('C'IEN .) t Е: \.о;т)). 

Система 2.I.I2) эквиваnеН'l'на классическоn цепочке Тоцы на все~ 

оси 

an~ ~ аг!_~н-~),in ~O.~-Oi~-~ ( nE7Z ·, t f [011)). (2.I.IЗ) 
Дейс'l'~иееп:ьно, 
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. 
Такиw образоw, мы попучаеw 'l'ребуемые выражения цц О,... при . 

f'l-=--2,-t)Q идля @>v--. при n=-'\ 1 0. Дияос'l'аnьныхзна-

чений " уравнения ( 2. I. IЗ) просто о~ецут- из ( 2. I. I2) ввицу 

диагональноС'l'и wa триц А "rl-,. , А У\ > t) ·n I В n+ .i. ( У) Е: ttJ ) . Слецо­
ва'l'ельно, мы доказаnи, Ч'l'О ~истеuа 2.I.б) со связями (2.I.З) -

(2.I.5) (или, Ч'l'О то же, уравнение Лакса (2.I.I)) в с,rучае ua'l'- ( 

риц ( 2. I. а) , ( 2. I. 9) эквивалентна цепочке Тоды на всей оси ( 2. I. IЗ) 

2. _ Эво~tСЦИЯ спектральных характеристик. Для произвоnьного 

t Е ['О>Т) поставим в соответствие якобиевоА wатрице L (t) 
ее спектральные характеристики: спектраnьную меру ~ ~ (). ·, t) и 
функцию Вейц rn( 'Z: ·> t) . На.йцеu уравнения, согласно которыы 
эволщионирут во времени эти характеристики, если матрИI.ii L( t.) 
меняется согласно уравнени~о Лакса (2.I.I), то есть ее элеuенТЬ1 

(Д .. Jt)) :,.t> 1 (~(t)) ~~о - согласно систеuе (I5), (I~)-(I4). 

При зтоw будем предполагать, Ч'l'О \:Jrc Е (о)\) 

~u р ( \\Д"'(t)\\, \\ ~"'(t)\IJ \\ A"'(-t)\\ 1 \\ \:)"(t)\\) L о0 < 2.I.I4) 
t.€(0,CC.)',nEZ.+ • _ 

и поэтоuу оператор L ( t) существует и ограничен V t с С о, \ ) 
( вuec'l'e с L ( t) ) . 

Пусть R~(L(t))~(L(t)-~ 1J\~ ~ .. ~(t) (ttCO;T) ) 

~ G ([ i '\ \R \) - резо_львента оператора L ( t) . Условие (I.I.I4) ; 

в.вечет за собой силь~ непрерывну"' диifфэре1ЩИруеwос'1'ь L ( t) , 

а спедоватевьно и R'2(t) (cu. [ l.. ~ ] ). В сииу (2.I.I) 
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Поэтому, диlfфзре1ЩИруя резовьвеН'l'у по известной формуле 

Q.2:(t) ~- Q"c(t) L (t) Re(t.), 

UЬ1 попучим 

Q. r;(t) =-R ~(t)((L(t )-~ i)ACt)~A(t)(L(t)~l i))~ 

)'. ~ .. t.(t) =-A(t) R~(t)+R""l(t)A(t)-=-[Rz(-t\ А (t)]. 
(2.I.I5) 

ВыясJ:1Иu, как эво.nюционируе'l' функция ВеА.nя m(r.·,t)::.б: R"l(t)б,;:. 

( 
Согпзсно {2.I.I5) и ввиду (2.I.2) Ш'l'рицы A(t) имеем 

m(c:; t)-=-ь: Rc(t')&~C:[Rz(t) ,A(t)]&~ о: \<-z(t) A(t)&-

-~: A(t)R~(t)~ -=-о: R-it)(oc ~(-\.)+~1 Q\(t))-

_ (\\fo(t)Б~ 4-EЭo(-L)d/·) R c(t) Ь<):: ~~·
1
oo(t) ~(-t)+ 

(2.I.Iб) 

! Напомним формулу {I.I.II) · 

Qt .,J\((t')~ S-t-z \~\(>.·,i)dg(.л ·,t) ~ () ·, t), 
-~ 

где последовательность по.пиномов (?1"\ (л, t) ~=-о уцовпетворяе'l' 
рекуррентным соотношениям 

дr-._,. (t1?(\_..,(л /с.)+В"'(1:.) H-./.X;tJ+ AnC t:.) ~rн-JA ·,t)~ 

-=-Л Pr\(л\t.) L\'\E Z+; Ро(.Л ~t) =-i). 
(2.I.I?) 

в частности, Р, С л ·) t) -=- А:\ С~) ( 1: 1 -в~ С t)) , ПОЭ'l'Ому 
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00 

. -:.~ л'-?; d?(.л·Jt)(лl-t)o(t)) д-; lt)·={i-\-m(~ ~ t)·. 
-оО 

)( ( с i - 1r)o (t))) А:\ ( t) : 

1 
r 

Подс'l'авnяя Э'l'И выражения в (2.I.Iб). наАдеы 'l'ребуемшt закон ЭВОЛ'!О- r· 
ции rn(c ·1 t): , 
fr!(z: ·) t)::-_('Vc(t)+6c(t) Д~\t)( Z i -~o(t))) m(~ ·> t) + 

+- m с~~ t )(lfo(t )-+(~ i-Вo(t)) д:\(t)CR,(t ))+ А~\ (-t)q)o(-t} ( 2.I.I8) 

-8()(-t) A~\(t). ( t G [Q,\\ ~ с; q: 1 \ \R~ ). 
Используя вырз.жение (I.I.I2) для П)(с ·, t): 

QO 

m с~ .) t) ... ~ ;. ~ z d ? ( ).. ~ t) ) 
-~ 

\ .. моJКНо убеди'l'ься. что уравнение (2.I.I8) эквивалентно уравнени!О 
для спеtс'l'р:lльноЯ меры 

d g (л ·\t)~-(1fo(t)+0a(t)A~\ (-t.)(л i.-Ьo(t)))d9(л ~t)+ 

+d g(.A\t)(1.fo(t1+Cлi-~(t)) А:\ Ct) C\\(t.)) <2.r.19, 

(Лб \R. \ ~ t ·· E [O,l"")) 
В самом деле. 'v'ZE('\\R', tE. (О,Т) 
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СР 

~ A~r. d~(л·, t )·: m(i·,t)=~(~+eoA:\ (~ i-Bo')))C 
-оо ()О . "r )i~-;; d~(л ·,!)+( ~ )-~ dg(л·,-L))(~~ (z i-e:ь)д:.\q,oJ+ 
-оо -с,0 

~ А:\ <\)о - ®о А;\ :-r -:h(Vo ~ 0од:\ (Л i-8o))d 9(л ·, t)+ 
-с,о 

~ . 

4-) ;i~1: d~(л~t)(1Vo4-(лl-&o)A: 1 Фo 
-r:P 

Здесь wы воспоllЬзовались равенством (I.I.б) 

()О 

S d~(л ·,t).,,. i 

{2.I.20) 

Из (2.I.20) и ецинственности опрецепения меры по ин'l'еграиу 

Стилтьеса спедует, что цпя лrоого множества d,.. Е ~( \R. °') про-
извоцная ~(cl ·,t) существует и совпацает с ИН'l'егра.лом отно­

сительно А правоА части ( 2.I.I9) по ыно-.:еству d... • Такиu об­

разом, из (2.I.I8) спецует (2.I.I9). Ясно, что имеет место и об­

ратная импвикlщия. l.1,1 доказапи спеду11ЦУ1З newy. 

Jleмua 2.I.I. Спектральные характеристики, соответствутщие 

операторноЯ якобиевоя uатрице L(t) ( t € [О, Т)) , явпя~~ся рэ­
шением уравнения Лакса (2.I.I), эво,ПWJЦИонируUl' сог1асно уравнени­

ям {2.I.I8) и (2.I.I9). 

Уравнение эво.nщии спектра.пьноА меры (I.2.I9) является .ии­

неiЬшм дифJ!ере1ЩИа.uьным уравнением первого поряцка. Оно ;содержит 

неизвестну!О функцию ~о ( t) (wы считаем фующии 60(1:.) А:\ t) 
и A~\(t) Фо( t) заданными), оцнако в некоторых случаях аюz-
но найти решение (2.I.I9), попьзуясь своRстваыи мери d9 (л ·,t). 
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'· 

Рассuотриu при11Эры 2.I.I и 2.I.2. 

В с.uучае попубесконечной цепочки ТоIШ (2.I.7) все функции. 

входящие в уравнение (2.I.I9} яв.пямся вещес'l'веннозначныwи и оно 

принимает слец,у'r:!ЦИй вид: 

d§(,л ~ t)~ t(t)(л-~o(t})d9(,A ')t)~ 
t 

d 9 (Л ·) -t) = ~9 ( ~ ( л-io(s)) t(s)d Sd<;{Л ·, 9) 
о ( 2.1!~2I} 

( Л Е IR." , t Е (о, 1 )) • 
(:р 

.мы wжeu аоспоJIЬзоаатьса 'l'eu, что дпя лrоого t r d ~(). ·, -\:.)-:: 1 
-QO 

Тогца из (2.I.2!) получаем 
t ~ с . 

ех?( s Q,J5)icsY. ,: .. :o\sr- 5 ех?С~) tcs)ds)~(](л·, о), 
о -~ о 

( 2.I.22) 

При рассаютрении примера 2.I.211,1 показапи. Ч'l'О цепочка Тоцъi 

на всей оси ( ... , - \ , О , 1 , . •• ) эквивапентна системе уравнений 
(2.I.I2} с условиями (2.I.8). (2.I.9). В этоu случае уравнение 

(2.I.I9) имеет вид 

-2. d§(л·)t) ~ J(л ~-(~-i 2~~jd~(л·,t) + 

-+ d ~ (Л·, t)(.л 1. -(~-\ 2.0.-"~\Т. 
2а-\ ~о}/ ( 2.I.23) 

\ .. . 
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~ .... 

Так как 'J :г (~ -i 2.Q_~) 
не коuuутируе'l' с O , решение урав-

·. 20-.\ OQ 

нения (2.I.23) не рас~ПJIЯе'l'СЯ на со1.1Ножитель, зависящиА от коэф­

фициентов ~--\ (i:.') , ~о (t) , ~ (t) , что не позвопяет непос­
редс'l'венно выписать решение d S7v\ ·, -t), как это было сцелано 
в с.пуча.в уравнения ( 2. I. 2I). Различные спучаи ИН'l'егрируеwости бес-

конечно:.t цепочки ·rоды ( 2. I. IЗ) рассматривались в С 

вернеuся к этим урэ.внеиияu в § 2.З. 

] • Мы 

З. ПереАдем R основному при~ру, которьrй буцет рассъетри­

ваться · в данном парэ.графе. Попо,ош в (2.I.2) 

ере':.- еС)-::. ~ Ао ) 1lfc =0 (2.I.24) 

и 38J,ЕНИU дnя удобства записи в {2.I.2) 'Чfn на i 1f"' (nt= "Е+). 
Тогда из (2.I.З), (2.I.4) спецуе'l', что ер" =-01"'\ =- i A('\(nб.Z+)> 
а (2.I.5) переписыв:ается в вице 

An '\.f (\-t,\ + чr('4,{ А n ~An 1(\'"\ + чrр An-+ [В"'+.а.-+ BnJAl"'\J {2.I.25) 

(iiз {2.I.25) и равенства Vo ~о 
(("\6~+) ) • 

слецует, что 1.Vn"":: - чrn 

В этои случае уравнение (2.I.I) эквивалеН'l'но систеuе 
• 1.. ' { ,, r 
~-=- An -_ Аrн, + "2 [ Bn > 'У ri J) 
. ~ ( -An ~ 2 A~(1fn+,\-т ~(\4-\)-(W~ + ~(\) An) {2.I.23) 

__ ( n Е Z ;- , А-\ = О > ~ -~ С о, Т)) . 
вместе с соотноmенияuи (2.I.25). Очевидно, что в скаnярноu случае 

уравнения (2.I.23) перехоЦЯ'l' в уравнения попубесконечно~ цепочки 

То.цы, Ч'l'О дает основания считать (2.I.2:1) неабелевыu анаnогоu 

по.пуоесконечноR цепочки Тоды. В этом пункте буце'l' цоRЗзана 
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Теорема 2.I.I. Дnя произвольных начальных даШiЬIХ 

(А r'\(o), ~,...(о)) :-:.о . ограниченных по норме в совокуrmости, 
cyt!J!cтвye'l' и единс'1'венно решение задачи Коши д:м системы (2.I.26). 

Процедура построения 'l'акова: по начапьнны даННЬIК строится опера­

торная якобиева матрица L (О) и отвеча~ еА спеК'l'раnьная 
uepa d )'С~·, 0) • ЭвоЛ1СЦИЯ спектрапьноА меры задае'l'СЯ ураане­
ниеu 

· где 

d 9 (,,\·)t):X(t) ел"\. о/ q(л·) о) x~(t) , 

X(-t)::- ~ X(t) F= ( t) F-'(t) > Х( о): i 
00 .At 

f С t) ~ ) е d ~ ( л ·> о) . 

( 2.I.Z7) 

( 2.I.28) 

В произвольный момент времени t Е (О>-+ оо) решения An{t...) , 
B'('\(-t) ВОСС'l'анавливаmся по спектральной мере d 9(л;t) 

при помощи формуп (I.I.9) 

дr.(t)-:. I л Pr1Cл·/LJds()l}.1P:+~ (л·, t) , 
-оо 

\:)~(t')~ f л?~(,k/с.)~3(Л·,t)?: (,л·)t) (~(:_ Z4-)> 
-со 

где ( ?\'"\ ().:, t };=о - сис'l'еаа по.пиномов, построеЮiа11 посредством 
псевдоор'l'огонапизации степеней 1 , ,А i > А 2. i 1 , , , относительно 
uеры d 9 ( Л ·;t. ). е1:1 

Доказательство. рус'l'ь ( Д •. Jt)) ~n(t))(\-:o - решение сис­

теыы (2.I.2б), удовлетворяющее условию (2.I.I4). Torna соо~ве'1'ст­

ву!СlфЯ операторная якобиева аатрица L(t) J1вnяется решением 
уравнения Jlaкca {2.I.I) и, как 6ыпо показано в п.2, опера'l'орна,r 

спек'l'рапьная мера d~ (,л, t) , О'l'веча!t'Щlя L(t) , эвопщи­
онируе'l' согласно {2.I.I9). При э'l'ом, бпаrоцаря усповию (2.I.24), 

' 

1 

1· 
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,· . .; ... 

1 · 

уравнение ( 2. I. I9)_ выгляди'l' спедущим образом: 

2d§(л; t)=(.лi-B .. (t))d~(X) t)~ d g (л ~ t)(лi- Bo(t.)). <2.r.29> 
('l'O линеЙНое уравнение первоr-о пор,rдка, содержащее неизвеС'l'нуw., 

оператор-функцию ~o(t). Его решение МО11tНО найти, воспользо-
вавшись самосопряженнос'l'Ыо 'В о ( t) и свойс'l'вами опера'l'орноА 
спектральной меры. В самом деле, из (2.I.29) слецует, что 

d ~(>i·)t)-:.X(t.)eA\~~(.,\ ·)о) х~с t)) 

гце Х ( t) - решение уравнения _Х (t)-=-- k ~о (-t. J Х ( t) , 

Х ( О) -=- i_ • Из условия f d g (А · >-\::) =- i можно закmочить, 
-ер 

что 

или 

(
(JQ ~t \ 

_ ~ ~(t') X(t)-=- ~ е . d9(л ·)о))- -=- F(tY' . 

Кроме того, так как B~Jt):. вt (t) • то X(t) )C\t)-::.. 
~ с~/(~))-{()(. ~с t)). • Поэтому х (t) ~(~>/r(-t)T~~~(t)Y X(:t'): 

-: X(t)f(t)(F-\t)X--\t ))"X(t)-=-X(t)F(\.)~-''(-t)-X(-t), 

то есть Х ( t) является решением уравнения ( 2. I. 28) 

X(t}=--~ X(t) ~ (t) \=-\(tJ. 
Таким образом, мы показали, что если A ... Jl\ B'"'(t) (Y)E. l-+) 
явпятся решениями систеьt,1 (2.I.25), (2.I.26), то звопщия спеК'1'­

ральной меры d g ( Л ·, t) задается уравнениями ( !. I. Z7) , 

{2.I.28). 
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Теперь ~м необходимо докаэа'l'ь. Ч'l'О верно и обра'l'ное: еспи 

спектрапьная мера d g С) ·, t) эволщионируе'l' согпасно уравне­
нию (2.I.29) (или. что эквиваnен'l'но, (2.I.27). (2.I.2Я)). 'l'O 

восстановnенные по формупам (I.I.9) оператор-функции An&) 
' 

t)r,(t) являmся решениями системы (2.I.25). (2.I.26). 

Прежде всего отметим, что если d g() ·, О) - спектра,rь-
.ная мера, отвечаацая L (о) , 'l'O дпя л!Обого t мера d S'(л ·,t) 
наАденная из (2.I.27). (2.I.28), удовле'l'воряет усповиям. необхо-

димьш для разрешения обратной задача спектра.пьного анализа, опи­

санной в п.I § I.I. Действительно, сущеС'l'вование интегралов 

( I.I.5) для мерьt dg(},, t) очевидно. Чтобы проверить условие 
(I.I.6) рассмотрим производнуm по t функции! d~(,л ·1 t): 

-::,о 

~ х ! J~.л~ d ~(Л-,о)х4' :-k x(t ~-\~+r~-~f)x"·+x ~ Х*:о) 
-с,о 

откуда и слепует, что 5 d ~(k, t) ~ i ( V t Е: [ О I оо )) • 
-ос 

Кроме 'l'ОГО, если Р(л) - операторный ПОJIИНОМ с обратимьш 
старшим коэфрициентом, та по11Ином Р(Л) Х ( t) обладает тем 
же своАством, и оператор 

1 f)()i))((t)e"td~(.л~o) Х1\t)Р'*(л) ~e-1/L(o)llt)(, 
-~ . 

О" • 

, S P(лJX(t)d9(л~o)x.·(·t') Р~(А) 

обратим в силу свойств меры d g(л,о) . (Мы поспользовапись 
тем, что носитель спектрапьной мерьt ограниченного оператора L(o) 
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явnяe'l'CJI подмножеС'l'sом иН'l'ерва.па [ ~\\ L(o)\~ J \\ L (О)\\ J ·) 
Заме'l'им 'l'аюке, что уравнение дм Д n системы ( 2. I. 23) 

эквивалеН'l'но уравнению 

(А~)• ~A/r:>n+\Д~+ 1А~(~-&)-k (fn+Bh)Д~ • ( 2.I.ЗО) 
В самом деле, из (2.I.25) слецуе'l', что 

Поэ'l'ому., . 

(A~{~AnAn+AnAr-: k 1-\n(Ar.(~t\-~\"\}-C~+~-~,.JAn + 

-~ i (A'r"\(Ц~,_,.*t)n.~)~(~+~JAr\)An =-Аг-. Br),.~ An + 

_+t A~ (lf~-B~)-1 ('IJГг-+ Bt"\)A~. 
Обратно, из ( 2. I. ЗО) следуе'l' уравнение для А "" в ( 2. I. 23) в 
силу ( 2.I.25) и положительности A'r"\ • 

Итак, путь выполняется (2.I.29). Обозначим через 
ОР 

Sn(t):.S ;\" i d~ (л ·) t) ( f\E l+) 
-оо 

момен'l'Ы меры d r () '1 t) . Тогда 
. ~ ~ ' 

S~(t)~~) X'(Лl-~0~1)d9(Л·,t)+ k ~ d ?(л;t)Х'~ 
-~ -~ 

х~'i-Во(Ч) ~ S(\+J, (t)- k (Bolt)S"(t)~Sr"\6,) Во (t)). 

Из (I.I.9) следуе'l', Ч'l'О 
<)О 

Bo(-t): ~ А Po~·)t)ds:{л~~) P/C\t) :.S~ (t)7 
-Ос> 

{2.I.ЗI) 

( 2.I.32) 

поэтому B/t):.$~(-\:.)-$~(-t) • С другой с't'ороны, напомним 
{I.I.IO) 

i 
1, 
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В частности, 
<:Р 

A:(1:.)~N\(t)= S (.лi-S~C-t))d9(л;t)(;\ i-S\(t))= 

Таким образом , 

Так как 
q::J 

'o~(t)~ S ~ Р1 (~·,t)dqC\·;tJ '?/Сл·, t1:; 
-QO 

=N~½ r~(Ai-~iJdg(л-,t)(л i-S\) N1-i = 
-о:, 

=- N~~ ( ~~-<;~s, -~.2- ~н +S () N;½,. __ 

получаем 

( л '\· _ • _ ( г)" { 1 (, с:) 
~o)-Ni - Si-S1 ~Sъ-2.S;?_S\- 2 sis~-\..S2-S1 St-

-$ _/S.!.-S~)~(Sъ-~' S2-S~S\+$~)-l (S~-Sf)S\-~ S1(Sa-St)= 

~до~~ Ao4-k д:(1.V:-~)-1 (~-+~)А~. 
Мы показали, что для Bo(-l) 1 Ao(t) выпomurJJrcя уравнени.к 

системы (2.I.~). Предположим теперь, что уравнения 2.I.23) спр:~­

вецливы двя Aj(t) > 12, ~ ( t) при всех значении .) • не прево-
сходящих Г\ -1. • 

Установим некоторые вспомогате,rьные соотношения. 

- t ... _ 
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Лемма 2.I.2. При наших предположениях справецливы слецущие 

соотношения: 

I. ( А~-~ '" д-: )" =( N~ i ... /\J1~½y ~ 

(/0 

-=-- А n- ~ + i ) р" (А~ t) Во d ~ с А~ t) \) ;_, ( л .) t) ~ 
-00 . 

= ~ (-(\\Jn+P>n)+1 ?!'\(Л,,t) 1aod9(;\·)t) ~:() ·,t)} ·) 
' -оо 

-оо 

• СР 

-t- А"' А~~ + 1 } Pn,.\ (л·)t) ~d~Ct\·~) Р;.н с,л ~ t). 
-<:::Р 

1 

i , 
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(Соотношение 5 отличается от соотношения 4. так mк по предпо110-

жени!I инцукции ыы ещз не проверили справедливости уравнений сис­

темы (2.I.26) д.п.я дr., В'('\.) 

Доказательство. I. Из (2.I.25) • (2.I.26) следует. что 

_(}.~')" =-1 А~\ ( ~ -r ~J- h (1\5j +Bs)A-~1=~ А~~ ~+~Bj+~)-~(~ -В)д~1 · 
( j :.Q) , .• ) -n-~) ·rогца 

(д-:._\ ... A:i у= lo д-;_\ ... А~~\· 1 (д-j\ (~ + BjJ-(Bj~t~\. \)Aj~)x 
-" -1 ~ t~\ -t - 1 (нr ·)д-" д-'-( :nr )А_, д-\ 'J.A~-\ ... А{) "'"2.~ A~p"Aj \._Ч'j +Bj j-t .. , о Bn+'I'(\ ГН"• о -

~ д-\ д-~ (1 ~-с ) -" /\-') ~ (t(!. -lo. f1tr )N_i N-½.) -f;._ rн• .. j \~+B:i A~-\ .. J'io -=-2 n~ .. N\ 0--;\_'i'n+BГ"> n:z.... ~ • 

При доRазательстве соотношения 2-5 будет испо.пьзоваться 

тот фак'l'. Ч'l'О если ( P/)\t.))~0 - систеuа полиномов. поnу-
ченная псевдоортогонализацией последовательности :1 ,А i, ~z. i, .. , 
относительно меры d (]( )i ·, t) • то в силу соотношений псевдо­
ортогональности (I.I.7) 

о:> . 

5 PnCA ·)t) d s(л }, ) Q ""(А) -=- о 
-оо ) 

для люого операторного полинош Q 't<. (;\ степени К L n . 
с,:, • • 

в частности. s rn(л·,tJd~Cл·,t) r:_, (}. ;tJ -::.Q ) поэтому 
-оо 

5 Рn(Л ·)t)d~(X,t)Pr:iA\t) =(f H~CA·,t)d~·;l)r:_i(;\ ~t))· ~ 
-~ -О;:) . 

-S Pn(~·,t1d~((t,YP;-\ (Л-,t1::-! л ?~(A,t)d~(Л·>tJ\J;:/л,>t)+ 
-~ -~ 

~ S ?'"' (л-;t)Bodq(X,t) ?~~\ Сл·1t). 
-оо 

1 

1 

l 
1 

1 
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i 
1 

1 
1 

1 

Из формул (I.I.9) слецуе'l', что первое слагаемое равно А n-Ji. (t), 
что и доказывае'l' равенс'l'во 2. 

Аналогично, 

00 . S ?n-\\ (А}-')dt},t')P;, (A·,t):() Pr'\+~ ('л·;t)d9(Л ·)t) \J:, (/\ :t) ): 
-ер -~ 

()О ~ 

-~ ?~,(л·)t)d~(л-J) µ;_~ (Л·,t) ~~S ?nн(Л-,1Jd~ }.)" 
-t:P -оо 

. ~ л p;_J\ (A,t)+ h ~ _?т.+~ (Л·)t) \:)od~C~·,t) r()~\ ('л ·)t): 
-оо 

..: i IP,.,.,, ( А', Ч 1cJ~ d ~(А, t) 9 :.\ (}, t) . 
Для доказа'l'ельс'l'ва 4 напомним, Ч'l'О 

Pl"\(X)tJ-=- N~l~n(~·,t}=-N~~ .. N~1,X'+Q~-~ (>i ·,t)) 
где степень многочлена _Q n.-.i. (л }:, ) не превосходит n--\ __ _ • 

По~тому 

~ P~(X)t)d~~·,t1 r:(л ·J)~(N~~ .. N~-~J IA ~ d ~(x,t)P;~·)t)= 
-0о \ ( )" ( _L l_ -СР 

_ ("' 1 - а ", -~ N 2. ~ , ~ ) 
- 1\/n ,,,1'4\ \ .,,1\ln. 

Используя равенс'l'во I, последнее выра11tение мо11tНо переписа'l'ь в ви­
де 
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l. ,, 

-QO 

что и доказывает соотношение 4. 

Совершенно анапогично 

~ 1 ~) 1 I ) 

~Pм/Л;tJdg(,x·,t)l=':+1 (>.,t){N;;, ... t(' "(N/ ... Nn~, = Jc , . 
-°:. I/\' -i)· N ½ + J.. N -½ N-f а. N ~ N ! -

-~\lt\·H r.~'\ 2. 1"\Н i Uo 1 ... (Н! 

~ k N;т~ (~n+ ~h) Nn~( = Ah Д~ - l An(_11/r)+ ~nJ А-: + 

+ i S Pn~/,X.,t)B~d~(k,t)P:+t (А,{). • 
rвперь lrl,I можем рассмотреть ЭВОJ1ЩИ10 д.,....(\1 и Bi"\(t) : 

. (:;/) 

Br. (t)={~л ~n(Л-,t)d~G,\ ·,t) Pn~(л-,t)). =-

~ ~ 

=~ P~(л·,t)dg(л-,t);\ P:(A·,t)4-i ~) r~C\-,t))t 
-оо -сР 

)t(; l -Bo)d ~ (J,t) P/C~·1t)+~ ! л rt\C~·)t) d ~Сл-,t)х 
-t::P 

)t (А i - ~о) r:(X,t)+ f ;\ P~(;\·,t) drCA·,t) pr)r-U ·,t). 
Напомним, что дпя по~н;~в Р" (~ ·> t) справедпивы рекуррент­
ные соотношения (2.I.I7). УчитываJ1 их и (I.I.7). мы попуqим · 
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~ Р:(л·/t1 В~ -k [[ r~~·)t) iod ~C\t)P:-~CA·,t)At\-~ ~ 
~ ~ 

,\-) t>n(Л-,tYьod9(л/t,1P~\X,t)Br--+An-~ \ Р~-{ (~·1t)d~();t)x 
-~ -~ 

)( ~oP~(\-,t )+Bf'S ?nO·,t)d~(\,t) ~о?; (л·, t) l-тА~-,-+~ + д: + 
-00 

• QC> 00 • 

+Д()-,) H\-\v\·,t)ds{Л·;t)?:(л-,t}~~n ~ Pn()·,t)d g()·,t) Р(\*(;\ /t:). 
-r:;p -оо 

После анапогичншс преоб,ра.зовани~ для 

к равенству 

мы прихоциw 

• О<> • С1? 

А~-=-~ Pn(}·,t}dg()·,t)P:(л-,t)An+An \РТ\4{(А·)t)х 
-со -~ 

d ~ (k)t) Р:+1 (}J-~)+ А~ ~t"'+{ -!! Pn(X,t )~d~(\t)P:(x~)A(\-
~ -ф 

-½An ~ Prн\(л-,t)d~(X,t)Bo \):+,CA·,l). 
-~ 
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Учитывая соо'l'ноmения 4,5 леммы 2.I.2, перепиmеu последнее выра­

иение 

_br\=:~i(zfn+~n)An-+ Bn..,{ An ;-½А~ (1fn-?Jn)A~-AhAh Д~\ . 
Домножим обе части справа на А n •• 

· .. -(Д 2. ) :. ~ l 2. r,, r "\ 1 f,1, _ , 2-A n A n -+Ar-.An- n -An~ ... 1if4n+ 2 A'('\ \.'t'rг~г 2.lч-1n Вn1А'"'.) 
то есть справедливо уравнение (2.I.ЗО), а спедова'l'еnьно, функции 

A n(,:. '), ~ .. Jt.) , восстанов.11еННЪ1е при помощи формул ( I. I. 9) по 
( . спектрапьной мере d SJ (}, t) , удовле'l'вор11,ощей { 2. I. 29), 11вnя­

мся решениями системы (2.I.25), (2.I.23). Теоре.е 2.I.I поm1ос­

тью доказана. 8 

4. В работах ( 2 :f~ '1 .Z ] рассма.'l'ривапа.сь неабелева цепоч-

ка Тоцы вица 

и эквивалентная ей систеш уравнений 

.d...r,-1·,_,-\G - _{G 
dt \.Gn G-n} -1.Э-("\ n1o-\ Grн ('\ 
Мы рассмотрим ограничения этих сис'l'ем на по.uуось 

Dnlt)-=-C./t)-Cn-\(t) ,C.-Jt1-=-C-{t) Dn.i,{lt)- Dn(tj(r{tJ (2.2.ЗЗ) 
( У"\ f z. -t .) с -\-; о) 

и 

8t, (G~1 Gn) ~{;~~ bn+\-(;~~~ Gn (r'IE N)) 

d ( -\ . ) . -\ 
Qt &о G-o -;(;.о bt • 

( 2.I.34) 

Эквивалентнос'l'ь систем (2.I.ЗЗ) и (2.I.34) ус'l'анав11Ивается заые­

ноlt 

Cl"'(t)~-~ (t)G-n+Jt) > Dn(t)=-G~\-t)G-n (t). ( 2.I.35) 

1 . 

[page 81]



ДеЯствительно, дифJ)еренцируя (2.I.35) в сипу (2.I.34), попучим 

В данном пункте будет показано, ка.к при помощи решений це­

почки (2.I.25) строить решения специального вида систем (2.I.ЗЗ), 

( 2.I .34). 

Пусть (G nCt ))~=о- решение системы (2.I.34), а X(t) -
решение иинейного уравнения 

( 2.I.Зб) 

Предпоnожим, что выполняется следующее ус,rовие: 

Для Jirooгo t ~О оператор X(t)G~\t)Gc(t)X-lt) 
саmсопряжен, а операторы X(t)G-:1(t;(;n(t)X-t-t.)(n6 tJ}< 2.I.З?) 

положите.пьны. 

Тогда спрiведлива 

Теоремз. 2.I.2. Ъ1ежду решениями системы (2.I.34), уцовпетво­

ряпцими успови~ (2.I.37) и решениями системы (2.I.25), (2.I.25) 

существует взаимно однозначное соответствие, которое задается 

соотношениями 

GnJr~ ~1~~~)x-~(t )Ao(t) ... An-i (t1A~ (\: )Ar.-\ ... A/..t) X(t)) 

GnLt!~cCtJ{Y-t)Ao(t )",А rн(-l)Br.Jt\l\f\-~~1 ... AJt)X(-t) (riEZ+)> ( 2.I.38) 

Х (t17--k- BQ(t) X(t). 
Доказательство. Paccw~pиu решение систе11,1 (2.I.25) -

(А ~(t)1 ~~El) ):~ • Сцепаем замену 
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DrJt)= x-Yt)д-:(t) \,,д~~1 (t) Brit) An-~(t)..Ao(t) X(t), 

_C./t)~ Х~1(t)д:~ (t) ... A~-it)A~ (t)Arн(-\:),.. До(t) Х (t) J (2.I.39) 

• 1 
где хе t j =г_ Во (t) х ( t) . Тогда ,ЦJJЯ '!'ОГО, чтобы найти урав-
нения, соrпа.сно которым эво.пщионирует C~(t) ) Dn (-t) , мы 
можем воспользоваться соотношением I пеммы 2.I.I. Именно, 

D• i '\)-{ \') Х D 1. " v-r о Х l х-~rо.д-\ "-\ + 
n ::..- 2, /\ Оо n + 2.. Un /\ 0° + 2 \,tь о '" 1-\n-t 

~д-о{ ... А ~'-1 (~ -~n))~n At\-\.., Ао Х- i х- 1 А~1 ••• А~~ В())( 
"'((l\f"-B"'\д n-\.,,до+А n-c,.Ao1tJX+ х-\д~{ ".д.~iА~-А~-~ + 

,-\-1 [~~,WrJ) ~(\-~ ... доХ ~cn-Cn-1 (nG N)) 
• 

_Do =CQ 
Ана.поrично, 

• t -\ 1 с "-\о. "' ~ -1 (о. л -\ А -~ -\-Ch =--2 X 'ooXCh-+2 У\/\ ()о/\+;;г._Х Uof1~н• n-1 

.ir А:~.,, д-;_~ (~- BnJ) д';, .. JtJX-1 х- 1 ... А~{ ... А~~' А r/ 

(. ~(( ~+~ - ~(\~~) А t"\ ... до+ An ••1 Ао В~) х + 

+ х-, A~i ... A~~i ( iAn(~н + Bn+~ )-1 (~+Bn;An)~ 
хд"' "'даХ-=- х-iд:1 ."А~~. А~ А~ бn-н Аг. ... AQ 'Х-
-х.-~А~1.,. A~~I t=>nA~ An-, ... AoX=-Cn Dn+t -DnCn ( nE Z +). 
Таким образом, оперз'l'ор-функции (2.I.39) явnя'1!71'ся решениями сис­

темы { 2. I. ЗЗ) • Тогда функции G-n ( t) , связанные с С~ (t) , 
D 'r'\ (-t I соотношениями ( 2. I. 35) бynyr решениями систе№ 

(2.I.34), причем 
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_.Gn-+~ ~ G Q Lo,,,Cn-\ Cn ":.(э.с х-~ Ао ... д fl-i А~ Ar-..J.. '" Ао х > 

_,_G-\"\ ~Gc Со ... cn-{ \Jn ~Go -x-r Ао : .. Ar1-~ ?:;'"' Ar.-{ .. ,Ао X(r'\ G/N)) 

а _Go~G-., х-~ Во Х -=-2G-o х.-\ Х • то есть выпоmшется 

уравнение (2.I.Зб). (J(:) 

Обратно, прецпопожюА, что(Gn (t) J n ::о - решение сис'l'емы 
(2.I.34), удовпетворяnцее ус.повию (2.I.37). Обозначим 

J.(t1 ~ X(t)6~~(t)6rн>i(t) х-{ (-t) 
~n..,(t) = )(.(t) G-~'(t) G-,...(t) x-\t) (n t z "J. ( 2.I.40) 

{ 2.I.4I) 

Положим 
1 

Ao(tJ~J;(t) 1 B~(t)~~a(t)) 

At"\(t1~(A~~i(t) ... д-~(~}J.r{_t)A~(t). .. A~-1 (t)) ! ) 
~r\~)~A~\ ... A~4~n(t)A~{(t) ... A~~~ (t) (nf uJ). (2.I.42) 

Очевидно, что операторы Д"'(t) - попожите.пьны, а 8,..Jt) -
самосопряжены. Рас1D4Отрим 

[page 84]



( 

В силу положительности А O (-t J с~ствует ецинствеЮlЬlй опе­
ратор 'Чf~ (t) такой, что АоЧf-{+~ Ао-=- [B-t+B0 1Ao]. 

Тогда 

(В~-:~ )Ас-Ас Вс = Ао(В~ + v:i)-Bo А о 

Так как J0 :. (Ас Ао +Д 0 Ac)=-f>~ - 1-(~t,d.o+Jc~c) = 

=Ао В\ А~ - ~ (~ед~ +А~ Вс)=- ~ до(( В{ -"ЧУ{) Ас -
1 . 

-А()~)+~ (Ао(~~ +ЧТ~)-Во А~) Ао . ) 

мы получим А о=- Ао(В1;. Чf1 )- Ьс Ао. Таким образом. мы прове-
рили вьшоJПiение (2.I.25) • (2.I.25) при f\ =-Q • 

Предположим. что Вк(t) , A~(t) уцовлетворяw уравнениям 
системы {2.I.25) при к~ n-i и пусть о/к.+-\ ( t..) - ,решение 
операторного уравнения 

А\( (Чfкт~ - ЧJ;-<_) 1-(Ч\,+1-"Чfк )А к::. [В~+-\+ BI< 'А k 1 
при К -:. \ > , , • , У"\ • Тогда, учиmвая сооrrношение I леммы 2. I. 2, 

попучаеu 

· В~~-k ( \:)r, + ~n) В Г) ~ k \:)~ (\Vf\ -Bn) +~ д-;_i ... ~; ( ~о ~r, + 
\ -~ -\ -\ -\ . д-{ д- \ 

+~nPoJAo,,,A(н.,.A11-~\,,Ao~n о,,, h-\, 
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{ . 

откуда следует, что 

Ыы показаJIИ, что оператор~ункции ( 2. I .42) являmся решени­

ями системы (2.I.26). При этом 

G т"_1"i~о)С~J\ь ~_G;\ 'L~Ao ... A_n; А~ А~~{ _._,,_~_ol_) 
о 

Gl"l -=-ь-aX--\Ao, .. д.n-1-B'\Af\-{.,,A/л (hE Z+)J 

х -=-l XG"Go х- 1 Х =-.L t?:>o х . 2.·---·- -- -- -· -- ·-·- . г - - __ , 
что и требовалось доказать. 8 

5. В этом пункте мы применим резуиьтfl.'f'Ы rm.I-3 к потокам 

Тоды, связанюш с саuосопряенными конечноциагональныuи операто-
гv . 

раыи ( С 4 3 J ) • Пусть L - tонечнодиагональный самосопря-
женный ОгрiНИЧ0ННЫЙ оператор В е2 t ПОрож:ценны" разНОСТНЬIМ ВЪ!ра-

( 2.I.43) 
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,-
1 

(u=(un):~oE t2.) Ск.j =О при J LQ ~ с (')j >О при 
_ \ n - j \ =- N } • Прецпо.по:11им, Ч'l'О оператор L гпацким обра-
зом зависит от времени t и звоmщионирует согmсно уравне­
нию Jlaкca 

(2.I.44} 

где 

tJ . 

(Au)r.-=- L (c"-,r'l-'t'- Ur---.<. -c"-f\ Ц"'-1-к). 
1<::.1 

(2.I.45) 

Уравнение (2.I.44} явJIЯется частНЬIЫ случаем потоков Тоды, изу­ ( 

ченных в [ 4 > ] • 
"' "-' 

Прежде всего отметим, что опера'l'оры L и А могут быть 
~ N~A'·. записаны как vnочно-трехциагональные J.Втрицы с блоками tv 

•. - ,..., 
~о Ао о о о ... Do -Ао о о .. , 
r,., ,.._ ,.._ 

f'V ~ "' 
N д.: ен А" 9 с _О ... "" Ао D1 -А, О,,, 
L =- ('., "- ,.._ А-=-

('J r-

' А~ rг:,-а. А2. О ... ' А~ D2. -А~ ... о о (2.I.46) 

\ ' " ' ~ ,. \ \ \ \ \ \ \ ,~, 

"' "-

где. А(\ ) t)"' > D"" (:: :f ( IR"') ( r.€.Z4}. Разбиение на блоки L. 
осуществJIЯе'l'ся следущим образом 
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( jc,,, о._, . \ .. \ .. \ о / Соо .... 
\ \ \ '' .. Сt-н,о 

( iO ... , 
' \ . • '(N-2,I С..н,-1 CNI о ,,,О 

\ 

. . о 
\ \. ' • \ \ \' 

. . 
' . . . 

Сr,но Со N-1 1 лН Сг,,н \ •••• ,CN,N-f 
1 1 , 

"' L =- CNo Ct,t•H ' 
' ' . . .. 1 \. ' ' 

о С~-н , ..... С2 t.H 
1 

' ' 
• " " .. \ • \ ' \ ' 1 • 

' 
о'.''\.\.' о Cr1 tJ-1 

1 ' 

о 

Записывая (2.I.46) покоэфрициеН'l'но, мы получим 

(2.I.47) 

"\ 
Х>О 

где Х=О • , 

' 
XL.O 

По дета вляя ( 2. I. 46) в ( 2. I. 44) легко убеди'l'ься, Ч'l'О уравнение 

(2.I.44) эквивалентно сис'l'еме 
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( 

в~ ~2 сд~д;-д~-~ AY'-i)+cвr\) Qn 1, 
А n ~А n (~nн4-Dn-нJ-(в~+ Dr\)Д h (1\_,-=-0 1 n~Z +). ( 2.I.48) 

,.._, 

Для лu5ого n ~О справедливо прецставление А"' (t) 
в виде А ,.,,(t )-=-(r-,(t') v\"\ ( t) • где c,./t) >О • а Vn (t) -
унитарная матрица. Положим 

1Jo(t)~i >1Jn+ 1 (t):::\Jo(t) ... VY"l(t)) 

1J (t)~~~~(Uo(t) 11Ji(t\.,.) (nf N) (2.I.49) 

и сдепаеы замену . 

L(t) = U (t)L (t) tГ 1 (t) • ( 2. 1.50) 

Тогда уравнение (2.I.44) переАде'l' в эквивалентное ему 

L ~ u I u- j -1- 'U [L ) А ] 1I L и L. u -1 l/ 1.Г 1 = 

-:. [L, u А LГ 1-1) lГ 1 J =- [ LJAJ) 
(2.I.5I) 

где L (t) - б.почно-трехдиагона.пьный самосопряженный опера-
тор, причем его внедиагона.пьные элементы 

An(t) ~u . .Jt) An (t)U~~1 (t)-:cUr) (t)A nCt)V~{(t) lJ~1 (t)= 

~ U n ( t) ( n ( t] 1..,\ ~1 ( t) 

nо.uожительны. Из (2.I.46) следует, что операторы L(t) и 
А (-t') име'!71' вид (2.I.2). причем ф\:)(t)=-t7Jt) =Ao(t) • 

~ 0 (t)-=-Bc(t), \µo(t) ~ Do (t) . Так же как в случае (2.I.~4) 

из (2.I.З) - (2.I.5); получаем, что уравнение (2.I.5I) эквива1Dfl'-

.пентно системе 

. ~h -=-2 (А~ -А~-~)+[~ ,Vr1] 
( 2.I.52) 

АУ\~ An (~м~ -т ~n~~)-(1\\,+ ~Y\JA n 
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( '(\ Е Z4> д-~ -=О), где 4Jn (Г)Е. /N) ·_ решение Уtnвнения (2.I.25) 

А У\ VГ\+" -т ~+.\А"'-=- А ... :чr"' ·+ ~А""'+ CBn~" + Bn, д Г\J, 
а 'Чfo(t)= Do(t') • Как СJJедует из new.1,1 2.I.I ЛйВНение эвол11)- · 

ции операторная спектрально Я меры d 9 ( Л ·, t) , соо'l'ветствуо­
щей решению L (t) уравнения (2.I.5!) имеет виц 

cl 9 ( Ji ·) t) =- л 1 -(~.,С t )-+ Vo ( t))) d ~ ( л ·, t.) + 

~d~Cл·,t\ (; i-(~olt1-Vo(-t))). 
( 2.I.53) 

Из (2.I.47) следует, что мэ.трица. Bo(t)-t ltfo (t) нижнетреу­
гольная· и что (Вo(t)-1-"l(o(t))Y..=-(Вo(t)-Yo(t)). Решение уравнения 
(2.I.53) МOJ!tEIT быть записано в вице 

d g С~·, t)~ X(t)e2 л tdr(k) о) X*(t) > '. 

где X(t) - решение уравнения X(t)-~-(Вo(t)+""tVo(t))X(t) 
с начаnьНЬtМ условием Х (О)=- .i . В силу нижнетреугоnьности мат­
рицы Во (t) + 1\fo(-t) • матрица Х (t') также является нижне'l'реу-
гольной при любом t ~ О • Кроме 'l'ого, из ус.повия 
<:Р 

) d? (~ ·1 t) = i следует, что 
-с;о 

)( ~ ( t) Х ( t,) ~ ( ~ е?.}. t ct ~ с~ ·, о) { 1 = f -\ ( t} ) 
-<::Р 

откуда w иожем наRти матрицу Х ( t) • учитывая нижне'l'реуголь-

ность и полоzите.пьность диагональных эnемеН'l'ов. Справедлива те­

ореuа., аналогичная 'l'еореме 2. I. I. 

Теорема 2.I.З. Для произвольных огрiниченных начаm,ных 

данных L. (О) сущес'l'вует и единс'l'венно решение зацачи Коши в 
к.пассе огрiниченных опера'l'оров цпя уравнения (2.I.44). Процецу­

ра построения решения 'l'акова: по L (о) при поuощи (2.I.49) ,...., 
строится опера'l'орная якобиева матрица L(D)~U(O)L(O) l.1- 1(0) 
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( 

и соответству1!Хцая ей спектр~.пьная мера d ~ (А·, О) • Эволщия 
меры задается формулой 

d9(Л·~t)~X(t)eг~tdq(;\·1 0) X~(t), (2.I.54) 

где Х (t) - нижнетреугольная с положительНЬ11,1И диагональны-

ми элементами матрица, удовлетворяWJЩая уравнени~ 

X\t)X(t):c(? e2 ftt d~(X)o))- 1 • 
-<,1) 

( 2.I.55) 

В произвольный момент времени t · по df (,л ·1 t) восстанавли-

ва'О'l'ся при помощи формул CI.I.9) коэфflициеН'l'ЪI операторно~ яко­

биевой ютрицы L(t). Тогда I(t)-=-u-~(t)L(t)-U (.t)) 
где унитарный оператор U (t)-::d~ (i 11Jit) 1 U2.(t) 1 .. ,) ,...._ оцно-
значно определяется условием нижнетреугольности матриц А n (t) 
( У"\ Е Zt). 

Доказательство. Мы уже показали справедливость формул 

(2.I.54). (2.I.55) для спектрз.льной меры, соответствуоцей реше­

нию (2.I.52). Наоборот, пусть мер~. ct SJ (л~ t) задается форму-
~ ·х-, С * )-1 ( ~)· лаwи (2.I.54), (2.I.55). Тогда ыатрицы Х и Х Х 

явпямся соответст~енно НЮ1СНе- и верхнетреугольной. Кроме того, 

Х )(-1 -+ ( Х 'r)-\X ar)· =-( х~)-\Х>/сХ ). х-1 ~-(х~Г1 F- 1 F F-1 х- 1 = 

-=- Х ~ "~ =- л r 2 /1 е2.Лt d f ( Л ·,О) Х ~ ~ 
-z,o 

()О 

"='_2 _S лd9(;"it1 ~ г 6o(t). 
-QO . 

Отс11:ща следует, что ;Х х- 1-=--( Во+ -У-о) , где Vo -::. - 1./5:-'* , а 
значит, 

d 9 Сл ,t )~2. А d эСл ~t)~ х х~~ d~(~~ t)~_d_?-(X,t)(x~J1(x;·= 
== (л i -(Во+ DoJ)J9(Л ·,t)+d ~(л ·,t)(Ai -(Во+ Do)), 

( 
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то ес'l'ь справедливо уравнение (2.I.53). Отс~а, 'l'ОЧНО 'l'ак же, 

как это 6ЫJio сцелано при доказательс'l'ве 'l'еоремы 2.I.I uожно вы­

вести, Ч'l'О ко~и~енты опера'l'орной якобиевоn матрицы L (t) , 
восстановпенноА при помощи формул. (I.I.9) по d ,?(.А ·> t) , явпя­
mся решениями сиС'l'емы (2.I.52) или, что 'l'O же самое, справедли­

во уравнение Jlaкca ( 2. I. 5I) • о<) 

Зацадим теперь ~осле~~ваrе.пьность уни•.rарных матриц (И,it));...:.o 
условиями: 'U о (t),.. i .А n-:. U"' А h Ц n+1- нижнетреугольная мзтрица 
(f\f ;Е)ирассuотриu L.(t)-=-l,!-1(t)L(t) U(t) , где 
'U (t).,._cl i.a,~ (?Jo(t), U 1(t), .. . ). Тогда, очевицно, въmолняе'l'ся урав­
нение Лакса 't(t)-= [ r (t) ft (t)] с A(t)-:: Z[1{t)A(t) 1J (t) + 
-+ u- 1 ц И матрицы А \'i ( t ~ 1 'e;,jt }-= U ;._1 ( t) ~ (t)U n ( t) явля­
ются решениями сис'l'е1о1,1 ( 2.I.48), где Dn (t)-=-l)~1 (t)ч.J;.(t) 'U n(t) + 

+ 11 - i ( t )-U ( t) - RОСОСИIШе'l'рИЧНЬJе ш. трицы, 'l'ЗК же ка к и ~ (t). 
Нам осталось показать' что иатрицы в'"' (t )+ DI"\ (t) HИ'!ltHe-

l"J 

треугольны, но это рекурре.нтно следует из уравнениf:t дпя А n 

систеыы ( 2. I .48) и нижне'l'реугопьнос'l'и матриц А 'f'"I ( Г\ Е L о) 
и ~-г Do:U~1 (BQ+~)llo~Bo+¼ .• 
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1· ' 

с. 

Рекуррентные соотношения ( 2. 2. ?) позвопям восстановИ't'ь С р) j 
(Obp~m) j f: Z-t ) по Ср со~р '=-m) и коз!Jфициентаu рiЗНО-
стного выражения ( 2. 2. I) • Точно так же• при \<.-..) = - t - i из 

-\ 

( 2.2.б) следует• что C-t,~ :: А~-{ C-i ,)--\ А j-t-Ji ( J ~ t + ~) , 
И далее • при К - _) :. - р- f ( { k р L t) ) 

C-p,j::. (А~--\ ( _P,j-t + Bs с-Р-~.~ <-Р-~,:\+-1 -

-с_?-2~ -c_P-t,~ B~-f>-J А~~?-1 • 
( 2.2.8) 

Таким образом. козфрициенты С - р, 1 ( i ~ Р ~ t ·, j ~ Р ) таюrе 

могут быть рекур,рентно восстановлены при помощи формул (2.2.8) 

по коэфрициентам L(t) и Lp ( ~ ~ р f: ~). 8 
Если коэфрициенты ,разностного вырзжения (2.2.З) уцовпетворя-

11:Уl' рекуррентным соотношениям ( 2. 2. ?) • { 2. 2. 8) • то уравнение Лак­

са эквивалентно системе уравнений 

An-:. А У)с<;;, )"r-, -Co,n-,.\ д "'+( -2,1"1т2. -C-2..n•" + 

+ Вn-н c_,,n.,.-\ -с-\,~н Bn, 
В"'=- А rн С °'>,..,-~-С ~ ,n А У\ -т( --\ ,n+\-c-\,n + [Bri~on] с 2•2•9> 

(nf Z+) А-\ =-о). 
Предположим теперь• что L ( t) является решением уравне-

ния ( 2. 2. 2) и ра.ссuотриu соответствУ',)ЩИе L ( t) обобщеннуw, 
спектрапьну10 функци10 R и последовательность uоме~ов(S")~:о) 
связанные соотноmенияuи (I.2.8). (I.2.I4). Выясним, как зво,mжи­

онируеrr uомен'l'ЪI Sl'"\:.(L 1"\)оо (nc-Z4). Из урзвнения Лакса cne­

д;yerr, что 

\'\-\ n--\ 1'1-\ . 

(L ny-;. L L К{_ L n-1t.- t-::. ~ L K[L А] L f\-V.-\,. L L к•tА L n-lt.-\ -

К:О 1(.:.0 1 1<.аО 

- ~ L'' А L"-1( =- [ L ", А] . 
1(.::0 
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Поэтоuу ') $ ~ ~(L ")~о-=-± (L "\"( -v; :_ ~ С j (Ln). 0 
К•О J :о J ) 

где С-к > С 3 определены в ( 2. 2.4).' Воспопьзовавшись тем, что по 
lJ01UЭ I.2.I (L n)~-.. R(Ani)P:(л)) ,(LnЪo=R(Piл))ni)~ 
получим 

S.-::. R(л'"' 11 to r: (AX:-к)-R(iocj Рiл) )лn i). (2.2.IO) 

Обозначим · 
t "" t 'Те 0-1C.A)-=-~0 °'~¼)i ~ ~0 Р\(, Л)С-\(~ 

Q/л):: l
0 

Q3 А j -=- jt CJ Ps (;\). 
Тогда (2.2.IO) можно переписать в вице 

. t 1'Т'1 . 

~n~ 2: Sn+кQ-~-~ QjSr"\·() (nб IJV}. (2.2.П) 
к::.о ~-о 

Теперь рассаютрим эволщи10 обобщенной спектральной функции R. · • 
Пусть u (л) -: !' l1 ~ л р) \/ (л) = ~ VOy ~ q, цва ПОЛИНОJ8 с неза-

р~о <\,-о 

висящиА&И от t опера'l'орными ко~ициентаuи. Тогда по формуле 

<I.2.8) 

. R(U(;,) ,V(Л ))" ~ ( io :о 1..1 р S p+q, V qJ ~ %о f,., u р' 
~ ( R (л Р+~ 1) о\ (;\))-R(О~(л)) А f4CI, i)) Vev ~ 

-=-R(Ulл), ~ Qiл)AOyVq,)-R(~ UрАРОг(А), V(A)). 
, q;=<> Р-о 

Таким образом, w получили спеду!ОЩее лавнение эвопщии .цля R: 
(R (\Л(Л) ,vu )))"~ R(llCA) ,Q \(л)V(,,\)-R(ll(л)Qг(;\), V(Л)). ( 2.2.I2) 

iiauи доказана 

Jlешв 2. 2. 2. Ее пи разностнsе выражения L ( t) ( t f [О, Т)) 
является решением уравнения Лакса (2.2.2), то эволщия соответ­

ствущеА обобщенно~ спектральной функции R и поспецова'l'ель-
ность моментов ( S ") : 0 задается уравненияии ( 2. 2. II) , ( 2. 2. I2). 

1. 
1 
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§ 2.2. Попубесконечные и конечные неабеnевы цепочки. 

связанные с НЕ!СИIВIВТРИЧНЫМИ раэНОС'l'НЫМИ 

ВЬQ)Е!.ЖеНИЯМИ с операторныuи коэф:f,ициентами 

В этом параграфе ),1,1 обобщим 18!!'1'Од обрiтной спеК'l'ра.пьноА за­

дачи на случай цепочек нелинейных дифf)еренциально-разнос'l'НЫХ 

уравнений, связанных с разностнык выражением вица (I.2.II) с ко­

:эфl)ициентами из прос'l'ранства ограничеННЪIХ опера'l'оров, цеАС'l'ву~о­

щих в банаховом пространстве Н , аналог прямоf:t и обра'l'ной спек­
тральной зацачи для которого был рассuотрен в§ I.2. В п.I J,1,1 

( опишем общий эиц цепочки, допуска1!')[Це!:! прецстааnение Jla.кca и въmе­

деu уравнения звоntЩИИ соответствуqцих обобщенно~ спектрально!-1 

функции и uоментной последовате.пьности. Затем будут рассмотрены 

примеры: в п.2 w построим решения задачи Коши для полубес1rонеч­

НЬ1Х неабепевых цепочек Тоды и Воnь'l'ерра, а в п.З рассuотриu ре­

дукци~ неабелевой цепочки Вольтерра к разностному аналогу урав­

нения rv\ к~ <t). Наконец, случай КОНеЧНЬIХ . цепочек буд._8'1' разоб­
ран в п.4. 

·I. Уравнение Лакса и зво.п!(ЦИя обоб~нной спектрапьной меры. 

L Рассuотриw разностное выражение вида (I.2.II) с глацко зависящи­

ми от вреuени t коэфf)ициентами : 

(L(t)U)n-=- А n-((t)Un-1-+~.,(t)un + Ut'+t ( 2.2.I) 

( У\€ Z+, An-:.An(t), ~l"\~B,..Jt)E ~(Н) • А-1 =-О , дn об-

ратимы ( n G Z+J ; t~ [О, Т) ) и прецположиu, что оно удовлетво­

ряет уравнению Лакса ; 

L(t)~[L(t),A(t)]) . (2.2.2) 

где 

(Au)n-=- i С.1,.,.Uм,,1 (V"\EZ+,CP'}=-Onp\-1 P~q.<.o). (2.2.З) 
:i=-~ 
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&tра•ение А ( t} может быть прецставлено как бесконечная 111'1'­

рица с операторньши коэфрициеН'l'аuи с m ненупевыми диагонапяыи 

выше главной и t. ненулевыми диагонамми нnе главной диаго-
. ~ . 
нали. Специа.пьный вид разнос'l'ного выражения (2.2.I) накпацывае'l' 

жес'l'кие условия на коэфрициеН'l'Ъl А • Иuенно, справедлива 
Лемма 2.2.I. Для произвоnьных оператор-Функций C'I<.-=- C\(..(t) 

( \,( :.- t > .. . >O>, .. m), зависящих, вообще говоря, от коэфf!ициентов 
L(t) , существует единственное разностное выра,,сение А (t) ви­

да ( 2. 2. 3) , цт которого 

1 CI(.~ =Ск (к-=--е>"·,-d)>Ско-:.С~('~<.-:.0 1 ... )rn) <2.2.4> 
1 

и имеет смысл уравнение Лакса (2.2.2). 

Доказатепьство. Для того, чтобы уравнение (2.2.2) имело 

смысл, необходимо, чтобы выnолняпись условия 

(LA-AL)j-<.=-0 (j>K4-\ 1-\Лv\ jLK). ( 2. 2.5) 

Учитывая, что (A)jк.-=-Cк-j 1 j (JEZ+>-f,f.\(-j ~m) 
и (A)j к. :.о в остальных случаях, uo'nio переписать условия 

(2.2.5) в виде 

А· ,С -rB-C -rC . . = 
j - \ 1(.-j+~) ~-i J_ \!.-j .j ~-j-'I ,J+i 

:.( . . -+С"- ' . ~ +С . А "-~-1,J ·J,J \(, 1::.-J+\)j 1<. 
( 2.2.6) 

Положим в (2.2.б) К.-j-=- Y"i"'i+\ тогда, так как С pq, :.О при 

P>vn , получим С m.j+-\ :.(m,j-=-,,. =- Cm 10-=-(f'1i. Аналогично, 

при \( -1 :. УУ"\ получаем из ( 2.2.6) 

Вообще, ее.ли К - j = р + о\ 

сие_цует 

, где о~ р t: rn , то из (2.2.б) 

Ср,~н-=-СР,J +Cp+~,j B.i~!>+i-B~Cpн~ -<p+2,jAj~p+1 А;-\( p.t~,j-{ ·• ( 2. 2. 7) 

i 

l· 
i 
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Справедливо и обратное уrверцение. 

ЛеМWl 2.2.З. Пусть для отображения R~ R(t): 
Р(Н) У. Р(Н}t-J(4},удовпетворящего усповияu теореыы I.2._t выпоп; 
няется при tE [О, Т) уравнение (2.2.I2), где Q-i())= L.0-к А , 

~ • ~о 

О.г..(А)=- L QJ ) J - попиноuы с операторньши, вообще говоря, 
j=-o 

зависящими от t коэфрициентаwи. Тогда восстановленное по R 
разностное выражение L(t) вида (2.2.I) удовлетворяет урав-
нению Лакса (2.2.2), причем коэфрициенты выражения A(t) равны 
С-\( 1 р ~R(Р?(л) 1 Q,.(л) ~;к (л)) 
с.) 1<\- = R. ( 9о.-Сл) Оiл), \{+:i (,~)) < 2. 2. rз> 
( Н: \<.. f. t > р~ \< ·, O~j ~ уТ\, С\,-б _g +). 
Здесь Рr)(л):. Х' i -+ ... ,Рr-."Т (л) (nE: Z+) - последовательности поли-
ноuов, построенные по R. в результате процедуры псевцоортого-

нализации. 

Доказательство. Докажеu сначала, что коэфрициенты ( 2. 2. IЗ) 

удовлетворят' рекуррентным соотношениям (2.2.7), (2.2.8). При 

э•rоы воспользуемся соотношениями (I.2.2), спра.вецливыми для поли­

ноuов Р'"' (,.Х), Pr-7 (,,\) (r..E- EJ. Пусть O~j f:m 1 q.G: Z + • Тогда 

CJ,'\+~~R(Pa.н(Л)Q,(;\), \:)~~j~J~ 

-=. Q ([ ( Л t -~с.,) P0i, (л )-А~-~ Р~-~ (,>i )] Q/л) 1 р ;-¼j-+ \ (,л )) : 
-..R(Pa.,(л)Qiл)) f=(+:iнlл))- ~R(PaJЛ) Оiл) ,\=)~~J+t (л))-

- А~.~ R С Pq,-i (,~}Q2(л), r~+jн (л)) о 

Учитывая, что 

R. ( Ра,,(л) О~(~), л P;"rj+~ (л)): 
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.-=R(PoJ~)Q~(>i) 1 Р~"'~(л))-1r R.(~~Cл)Q2.(л\P;j"t~ (л))f¼_+j+i + 

. t . 
:t R ( Р а.. (л) Q , Gл) ) Р <\ + s --2 (л)) Aq. + 1 + 1 -= 

получим 

с~ 1\·Н ':.c.i .о.,..+ cj+l,C\, Bq.+jH-\ с j ~a,cv4q.•1+~-в°" с j н,q,.-АС\.- .. Cj+2,(\_-i • 

( Аналоrично, при i f, К f:. 'с. , р ~. К 

. с""",РН ~ R(Pp~~C~) IQ \(1') р;~-к С~))~ R(Pf>~~Cл) ,OiA)x 

. {Р ;_w. (Л)(л i -Вр-к)-Р;к-\ ( л)J)А ~~1' ~R(A PptJл),Q 1~)P;\( (л))А ;\( -

. -С~-чн" t>р-кд-;-к-С-к-2 ,?+\ А~" -=(А pC-1<.,f>,... B?t,C-к-i,p+,,.. 

. -+С -1<.-2.,?+2 -С-"--",р+1В?-\<.-С-4<.-2, рн) д-~-к . 

Д.11я завершения доказа'l'ельства нам необхоцm40 показать, t."ТО 

оператор..функция А n > В .... , восстановленные по R ( t) при помо­
щи формул {I.2.I4), удовлетворяm системе {2.2.9). Сначава уста­

новим несколько вспомогательных соотношений, которые слецуm из 

уравнения {2.2.I2) и соотношениА ортогональности (I.2.5) 
I. о~ (R (\)n_\(л)) р~ (л)( ~ R( Pn-iл)) р; ()) )+ 

+ R(~n-/л\ Р~ (л\)+ R(\)n-/A) ,Q/л) р;С~))­
- R (~n_,.()i)Q2(л) 1P~(>i)). 

' 1 
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Так как в сипу соотношений ортогонапьнос'l'и первое спагаеuое 

равно нул13, получим 

2. Соверmеюю аналогично, 

R.(Р~(л) ,P.:..(л))-R.(P,i.Л)Qz(A) )р~/л)) =-R(Pn~), а~(л) p~i (;\)))< 2.2.I5) 

·R( Рn-нО) р:../л ))- R( рn~\Сл)Q~(л) 1 Pn~-~ (;\))-=- ( 2.2.Iб) 
~-R(Рм~Сл) )Q \ (А) Р~-{ (л)). 

( . . 

'•. з. Продифf)еренцируеы равеНС'l'ВО RCPnCл))P:Cл))-=-i . со-
гласно {2.2.I2) и учтеu, Ч'l'О так как Pn().):.(.лni+,..)· явnяется 
полиномом степени ниже n t то R( Рn(л)) Р-~ (л)) :О. Попучиы 

R(Pn(A)Q~(A) ,Р:(л))~ R(Pn().)})114 (,,\)+R(?г-Cл) 1 Q/Л)r:h(л)).. < 2.2.r?> 

Рассмотрим 'l'еперь • 

~ n ";(R(л Pn(A), р;(,А)))0= Q.(~v\)) Р;(л))+R(лРn(л\ Р/(л))~ 

+ R(л P~-JA))Q{(;\)P;(л))-R(~r\(Л)G~C.Л\~ р; (л)). 
С. Используя (I.2.2), перепишем последнее выражение в виде 

R..(P~ (л), р"-+_~ (л))-R(Pn(л)O~U) 1 Pn~\ (л))-+ АУ\-\ (R(t>n-\v\), 

Р~+ (;\))+R(Pn_1(Л) 1Q,(л) Р;(л)))-+ B"(R(Pn(л) 1 ~:(Л))~ R ( ~nСл)> 
Q~ (Л) Р; (л)))-R(Рn(л)Qа(Л), Р~(л)) ~n + R(Рм1 (л) 1 

Q .Jл I р; (11) )- R ( Р.n(л) О;JЛ) > Ph+ , ( ;\)) А n • 

Применю, формупы { 2. 2. I4) , ( 2. 2. 15) , ( 2. 2. I7) : 

f:>V"\ ~ А n-~ R(Pn-~(л) Qiл1, \:>~ (,л))-R(~(л)Qz.Сл\Р:Jл))Д"+ 
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+R. (Ч-н"С~),G~ (л)Pn+(л))-R(PnCл) 1Q.\(A) Р~-~ (л))-+ 
+ ( ~ r1 1 R. ( Рh(л) Q2.(Ji), Р~ (А))]) 

откуда, с учетом (2.2.IЗ), и следует выпопнение уравнения сис'l'е­

мы < 2.2.9> для в\; . 
Аналогично, 

Ar. ~с Q(л rn~1Cл\P~()))J ::.Ar.(R(PГ\G\) 1 PnCл))+R(Pn(л) )Qi(л)x 

х P;(J1)))-R(Pn.~CA)Q2.Cfi), ?n~\l\'))An~ Q(Pn4~(л) 1О"С,\)Р: (Л 1))-+ 
~(Q ?~+\СЛ)> Р~-\ (Х))- R (\:>n,.~СЛ)Q~(л), Н~-~(л)))1-

-т t,r1+1 R ( Рrн;\ (л), Q-\ (Х) Р Г\+ С~ 1)-t{R( ~nt-1 СА') 1 Р~ (А))-

- R. ( ~n~.\(л')Q2.(.Л\ р~ (л))) ь\\. 

Применяя форwупы (2.2.I5) - (2.2.I?) и учитывая (2.2.IЗ), убеж­

даемся в справедливости уравнения для А r.. систеМЬ1 ( 2. 2. 9). 

Доказательство завершено. 

Из ~еu:ы 2.2.2, 2.2.З спецует, что для того, чтобы реmи'l'ь 

уравнение Jl.aкca (2.2.2) ипи, Ч'l'О эквивалентно, систему (2.2.9), 

достаточно решить систему (2.2.II) и затеы воспользоваться для 

восстановления неизвестных функций An,Bn. (nE Z+)Формумии 
(I.2.I9), (I.2.23) • 

.tiеобходиuо отметить, что коэф:f)ициенты Q _к , О j ( 1< = i), • ·, е, ~ 
j ~ О 1 • , , > m) , вообще говоря, зависят от неизвестных функци~ 
системы ( 2. 2. 9) (При этоы, если Q -1:: > Q ~ - конста.н'!'ЪJ, это не 
означает, что константами являmся Ск из (2.2.4).) 

Ниже мы рассмотрим приmры неабелевых цепочек вица (2.2.9), 

для которых систему (2.2.II) уцае'l'СЯ разрешить. 
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2. Попубесконечные неабепевы цепочки Тоцн и Вольтерра. 

В п.4 § 2.I мы построили решения специапьного вида неабелевоq 

цепочки Тоды ( 2. I. ) • Теперь мы получиu для этой систеWi реше­

ние задачи Коши для произвольных начальных данных, ограниченных 

в совокупности. 

Положиu в (2.2.4) f-=-1 m ... o (_,.-=-до Со-=0. 
) ) ) 

Тогда из рекуррентных соотношений ( 2. 2. 7) , ( 2. 2. 8) получим 

Со)1 =Со,н""" ... "';.Со=О(jс Z+\C-,)~ =-AJ-ic-\,j-1A~~2::. 

.,,. А~ ...... Ai С_1д~· ... д'j~2 ~д~-.. (s ~2) . 

В этоu случае разностное выра.,сение (2.2.3) имее~r вид 

(Av.1,._-::.A~-~un-\ (rifZ-+, А-1-:-О)) (2.2.I8) 

а систеuа (2.2.9) превратится в неабепеву цепочку Тоды 

А'(\-::. Вм1 д n -Ar\Bn Вn -=-А,._- Д n-\ (Y\G °Е + А-\"о). ( 2. 2.I9) ' ) 

Мы будеы искать ре1DЭния, удовлетворяющие услови11J 

~~р(\1 A_n ( t) 11 1 \\ Br"\(t)I/) L ~ • 
1,GZ+, t ~ LO,T) 

В этом случае разнос'l'НЬlе выражения L ( t) и ACt) 

( 2.2.20) 

пороца-

т ограниченные операторы в пространстве 

t/ro>oo) )1-\)"'i(ц'"'):_о \U(\E:f\ ~ \IL\n~ L. оо, 
n:o 

для ко~rорых uы сохраниu те же обозначения. 

Jleшe 2.2.4. Для произвольных начальных данных 

(An(O),B,.(o)\,:o i ограниченных В СОВОкуmiОСТИ. дпя неко~rо-
го С > О на интервале [ О , б ) СуЩ:!ствует и ецинственно 
решение задачи Коши для систеwы (2.2.I9). 

Доказательс'l'во. Рассuотриu уравнение Лакса, эквивалентное 

системе (2.2.I9), соо'l'ветствуш~ее разностное выражение (2.2.I8) 
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обозначим А (L) 1 чтобы подчеркнуть его зависимость от раз­
ностного· выражения (2.2.I). Тогда выражение J(L)~[L,A(L)] 
задает отображение I действуnцее в пространстве ограниченных трех-

диагональных операторов из ;1, ( t~ (Со) оо)> Н)) , поро1!tЦенных: 
разностными выраженияыи 

( lf ~r'I J-=-lJ11-~ Un-{ + \/n U t'I + \Jn l,\ (\+~ ( '('\ Е z + > IJ-1 =-О)) 
где U n} Vr. 1'vJ.,... Е. 1., ( Н) ~ Покажем, что это отображение уцов-­
летворяет усnовию· Липшица. Действительно, 

Jl JCir~ )-:F(tSг.)H~ic -u~ )ACtS~)J-[-u,)AC-is-i!.)J 11~н1ri (АС~)-
~ А(i"г_))+(15{ -JS?-J А(l5г. 1~ А( 152.)(15?.-сУ{ )+(АС '6,)-

• 
~Al15\)Ju~ \\~ 2-,( \\ 15~\1· \\А(15~)-Д(15г.J\\-t 
+ \\A(lS~;\\· \\lJ~-'2J11\). 

У читывая, что 

\\\1 n\\ t.. t\ 15\1 (r) 6 l.+) и \\А(15)1\: ~цpC/IUnH)' 
lif~-+ 

по~rчаем \\ J(15"1)-J(t5,J/~2(\\?J1/14\1152.1\) Н?5"~- 'б1//, 
откуда с.педует липшицевость на wножестве {111.>-L(O)I\ f. kL 00 _, 

а следовательно, по теореме Пикара, существование и ецинс'l'вен-

ность решения на интервале [о)&) для некоторого 8 >О 
Кроме того, так как уравнение для А У'1 ( t) системы ( 2. 2. I9) 

является линейным относительно А n и .Д n (О) - обратиNЫt! 
оператор, . то операторы A~(t) также явмтся обраТИl~tЫNИ при 
tE[O,~). 8. 

Лемма 2.2.5. Пусть(Аn(t)> B~(t)) ::0 - решение систе-
ЫЬI { 2. 2. I9) на интерва.ле [ О , Т ] 1 удовлетворя~е . ус.лови~о 
( 2. 2. 20) • Тогда для · любого момента времени t Е [ О , Т J значе­

ния моментов S " l t) , соответствующих L ( t J I опреце ля-
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( 2.2.2I) 

Дока.затепьство. Если выпо лняmся условия llew.t,1, то, по цо­

казанному в пемuе 2.2.2, моJ.ентная последозательность (S"Jt)):0 , 

отвечающая оператору LCt) , построенному п~(An(t))Bn(t)) ~о, 
является решение и: системы ( 2. 2. II) • TaR как Д ( t) задается 
формулой ( 2. 2. IB) , то полиномы Q-\ ()1) 1 Q, (А) имеwn' в цанном 
случае вид Q ~ (л)-:. Р: СА )Со 4- p;()I) С--\= (л i- BoJ А:\ Аа-= 
= ,,\ i- ~ , Ог..(.Л}:. О • Поэтому система (2.2.П) примет виц 

~"' -=-sY\·H -s'"' s\ с" f z +). , 2.2.22, 

Здесь мы учли, что в силу форыул ( I. 2. 23) , Во -=- S .\ 
Пусть Х ( t) - решение уравнения Х-=. -Х S -\ с начальныr, 
условием Х (О) : i . Тогца для л'Обого УУ~ i 

SГ\(t)~Sn(o;X(t')+ ~ s~/t.\)>c'( t~JXlt1dt1 . 
о 

Многократно применяя это равенство, по.пучим для S \ (t) 
n к-1 

t ~' (t\-:.S\(Q)X.(t)~ ~2. S~(o)- ~ 1 X(tJ" 
t t,н 

-\- ~ ... ~ Sn~/tnJX-'(t~)dt,.,.dti')X(t'). 
о о 

Из условия (2.2.20) слецует, что \\Sf'lн(t\'i)\\-:.l\(Lм\t\'))) 00 \\f 
~ \\ L( tr. J !\1'\+\ f. С l'l·H , где С - некоторая константа. По-
этоыу интеграл в последнем равенстве оценивается по норме свер-

( 1')~~ n+-\ . 
ху выражением К 1-:--) 1 t , а слецоватепьно, равномерно стре­

,rн{ . 
:ыится к нулю :-rри f'\- оо на [О 1Т] . Таким образом~ 

СР t \С 

<:,"(t)~ i0Sк-+,(o)\<! Х (t). Воспользуеыся теперь тем, что 

c;,(t)-=-x-'(t)X(t). Тогда -x-\t)X(t)X-1 (t}=~()C1(tY = 

( 
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( 2.2.23) 

С учето:u t~.;2-123), ~opuynы (2.2.2!) спецуm- непосредс'l'вен­

но из уравнений систеNЫ (2.2.22). 

Из лемы 2.2.З - 2.2.5 немедленно спецуе,r сп,равецливос'l'ь 'l'е­

оремы о разреши:uости задачи Коши для неабепево!! цепочки Тоды 

(2.2.I9). 

Теорема 2. 2. I. Д.пя произвольных начапьных даЮtЪJХ 

( An(O) 1 Bn(o)):, 0 · , ограниченных в совокупности, решение 
задачи Коши для ~1стеиы ( 2. 2. I9) сущgствуе'l' и единственно на не-

котором ИН'l'ервале [О> Б) ( О >О) • Прdцедура построенм 
решения такова: по начальным данным строится разностное выраже-

ние L (О) и последоватепьность wмеН'l'ов ~...., (О) -=- ( L h (О) )00 

( ri Е- ]!. +) ; значения uоuентов для произвопьного t Е [ О I cS ) 
задаmся форuулаыи ( 2.2.21); наконец, формулы (~.2.I9), (I.2.23) 

позволяют восстановить неизвестные функции Ar'"l(t) , ~n (t). 
Если, кроме того, на некотороu ин~rервале [ t { > t,) ( t-\ > 5 ) 
пос~довательность (2.2.2!) невырожцене., iro функции А n(t) , 
'oh ( t) , восстановлеННЪiе по ней при помощи ( I. 2. I9) , ( I. 2. 23) , 

удовлетворят систеиз (2.2.I9). 

Следующий пример неабепево~ цепочки вица ( 2. 2. 9) - неабепе­

ва цепочка Вольтерра - связан с разностным выражением ( 2. 2. I) , 

в котороu все козфflициен'l'Ьl В'"' (nG d:+) равны нуИ'О'J: 

(2.2.24) 

Как поиазывает пеше 2. 2. I вид систеNЫ ( 2. 2. 9) полнос'l'Ью зацает­

ся выбором операторов · (2.2.4). Попожим 

i, 

. ' 
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Тогда из рекуррентных соотношений (2.2.7) слецует, что 

С а,) =-1 (j Е Z -т); С i ,j+\ =Ct,j + ~j+рн - ~ j =- (2.2.26) 

=C\,j=, .. =C-\ =-О (J €L+); 

Co,j+-t ::Co,j -А~;-\ +Д j-1 :::.Co)j-\-As +А)-2-А1н+ 
-Jr А~-\-: ... =Со- А,.-½_ (А\/.+\- д"--~)=-(А~ + Aj~\) (j t Z-+ ). 

1<.:::.\ 

Мы получили вид разностного выражения (2.2.З). соответству,,:wце-

го (2.2.25) 

( 2.2.V) 

Подставим ( 2.2. а>) в ( 2. 2. 9). Тогда второе уравнение ( 2а2. 9) 

преврафе'l'ся в тривиальное тождес'l'во О = О 

к cиc'l'eue 

и мы прихоциw 

А r-. -=- А rн А. А У"\ - А 'r\ А f"l-'i ( r"\ б 2 + , А-\ :. о) , ( 2.2.28) 

которую называм неабепевой цепочко~:t Воnь'l'ерра ( [ g, J) • 
~ожно доказа'l'Ь 'l'eopeьr; • совершенно аналогичную теореuе 

2.2.I. 

Теорема 2.2.2. Для произвольных начальных данных 

(An(o)):0 , ограниченных в совокупности• решение задачи 

Коши для систеNЫ (2.2.28) существует и единственно на некотороu 

интервале [О> & ) ( О '> О) • Процедура построения решения: по 
начапьныw данным стр~ится разностное выражение L (О) вица 
{ 2. 2. 24) и поспедовательность №ментов S 1"'\ (О) :. ( L'"' (О)) 0 0 

(nG Z+) ; значения моментов для произвольного tE. [о}Б) 
задаются форuупаuи 

[page 105]



(' 

Sг.n(t)~(!0 ~~! <;г.(rн._/о))(i0 t\ $2к(о))-~ 
S2.nн(t)=-o (nr;;Z-r). (2.2.29) 

Форыулы (I.2.I9), (I.2.23) позволяют восстановить неизвестные 

функции А n ( t) . Ее ли, кроwе того, на некотором интервале 
[t {, t,) ( t~ >6) последовательность ( 2.2.29) невырожцена, то 
функции A""'(t) 1 ~n(tJ , восстановленные по ней при помощи 
(I.2.I9). (I.2.23), удовлетворяют систеШ! (2.2.28). 

Доказательство. Доказательство существования и единствен­

ности решения на некотором интервале [ О , ~ ) производится 
точно так же, как в лемме 2.2.4. Рассмотрим теперь систему 

(2.2.II), соответствующу~ неабелевой цепочке Вольтерра. Благо­

даря (2.2.25) 
2.. • 

_0.Jл)-=-Сс=-А() о.~Сл)~ ~ Qj лJ=-Ао-Р~(1\)= 
' J=O 

~ - А о - ( ;\ Р, Сл) - А о)= - А 2. , 

поэтоыу система (2.2.II) примет вид 

S"-=-c;n-\-2.-SnS2. (nGZ.+). ( 2.2.30) 

U,!ы учли, что в силу фор~л (I.2.23), Ао-=- S,-s:::. S2 .) 

По лею.tе I.2.4 моыентная последовательность, соответству,r>­

щая разностноuу'выражению вида (2.2.24), удовлетворяет условию 

~ ~ nн ( t): О ( ri Е }!.-+) ,.! что согласуется с системой ( 2. 2.30). 

Если теперь обозначить S 1'"\ ( t )':. S 2 n ( t) • то оператор-функции 
r-., 

S r\ ( t) удовлетворят системе ( 2. 2. 22) , а значит, для них спра-,..... 
ведливы формулы ( 2. 2. 2I), которые с учетом вида с;" ( t) при-
мут вид (2.2.29). Для завершения доказатеnьства теперь достаточ­

но воспользоваться леммой 2.2.З. 8 
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З. Разностный аналог УIJЗВНения м \~ 9r ер . Выбирая в 
системах ( 2. 2. I9) , ( 2. 2. 28) в качестве неизвестных: l~Е.'l'рицы спе­

циального вида, моzно получать раз.иичные цепочки обыкновенных: 

нелинейных: ди№ренциально-разностных: Урlвнений (примеры таких 

редукций в с.пучае неабелевых цепочек Тоды и Во.пьтерра нз все~ 

оси ••• , -I, О, I ,. • • сы. ,например, в С J). 
Мы рассмотрим для системы ( 2. 2. 28) простейmий с.луча~, '!('ОГ­

да неизвестные А ('\ являтся. диагона.пьныыи ма.трИQЭ.ми 2х:2 : 

Д '"'=d\.a,~ ( { r"I ( On, О"'+,)>} n( On ,G\ n+,)) ( 2.2.ЗI) 

С r\f. Z.+ ,O"':.O,-it)- скалярные функции, а tn(Х,'3),~n(Х,id)-
заданные гладкие функции двух переменных:, i_-\ =~-~ =- О ) • 

Тогда из ( 2. 2. 28) следует, что для кажцого n G Е.-+ 

а i') tnx (on,On+1)+6(\·H i"'-aCan ,а n+ ,)-=- i\"\(an,Ц n+\) )(. 
х ( + l'"\~,Janн ) а rнJ- i n-\ (а n-\ ) а n)) 
Oh (}nx (O.n,On+\)~n+I~ ni О n P1n+J~~r.{qn Яп~,)х ( 2.2.З2) 
~с ~h1-\ ( O.n+\ ) а n+'?_)-~h-~ ( °'Т\-~ > а d )) . 

(здесь \J )( (Х 1~):. }х ц(Х)\\), \..\~ (Х 1'<\) :.~ U (х 1 ~)). 

1.ы будем предпо2гать, что якобианы 

6 (х \-=- 1 t "~ { n-a \"*о 
'"' >~) ~n)( 9tn~ • (2.2.32) 

. 
Тог.да ( 2. 2. 32) можно разрешить относительно Q n I О n + \ : 

On-::. 6n ,-\ / 6 n (o.t> аnн} /J,n .. ,-=-Лг.,2. 6. г-,( QГ\) Оп~1)) ( 2.2.ЗЗ) 

где 6.r1,~ ::(C}n~· { .. )(af"l,~n .. ,)( in+\ (Qn+~Pn~2.)-{n_,Jan-~ Рп))- . 
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~с th~·~n)(an,°'nн)(~n'< .. (QIH·\ 1Qnн)~9tn-ial'I~ ,Qn))J 

Л n,'2.-=- ( tlix ·CJ-~)( а n,On-н )( ~ f)+i (Оnн I On-+2)-CJ.n-1(0 n~~~J­

--(~"~t f')( On,On+{)(~м" ( а n+i )af);L)-~n->t (а"~) а n)). 
Функции { n 1 <а r-,(Y"'lf Z +J не wгут бы'l'Ь произвольньwи. Дейс'l'-
вите.пьно, полагая в (2.2.ЗЗ) последова'l'еnьно Y'\ ... k и 

, убеждаемся, что до.:D!tНо выполняться условие 

СОВЫ0С'l'НОСТИ 

61<.,2 61<.+,.-::. 6 К+Ч\ 61<. ( КЕ Z. +). { 2. 2.34) 

Приведеu приuер выбора ! n , ~ n ( n Е Z +) , д11Я которых ВЪl­
полняется условие {-2.2.34). Положим для '\).._, 'V2.. ~ (. 1 ( V47= J2 ) 

t~ У"\ (х )~ )-::.(x--J\ )(~-~\), t2ffi~(x ,~ 1-=(X-'J2 X\\-~2)J 
~n (Х 1~;~(Х-~г-)(\\- ~ .. )) ( "Eg +). {2.2.35) 

rогда 

6 ~h (х ,~)={ ~-'J~)(x--J,)-(x-~\)(~-~1)-=-(~-~\)( ~г~2) / 

6 2"+iX 1~)·={ ~- ~,)(X-~,)-(X-vc)(~-~\)~("-~ё?.J( 'J \ -~J) 
Л ,Г\)i-=- _ ( Q2"'-~2)(02n-~ 1X0.2rнi -~,.)(( q2мГ ~г_)(0~+2-~~)-

-(Q2-l"I-\ --J:?.J(Q~t"\ - ~2 )1-(0,п-~-\1( Q -г.ri--::;2.'f.._Qг_r,+\- ~\'X'(oz.n~i"~г} 

х(а,мi"~ .. )-с Q2n-гv~)(ozn~\))-=-(Q 2n~2XQ2n-~1Xa2!)+,~ .. K ~гJгХо 2n+~o ,n-\) 
(дпя выполнения усnовия ! _-\ -=-~-~=-О достаточно прецпо.nожи'l'Ь, 
что Q_~ = ~а ). 
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АналогИtШо , 

_ Л !2n4~,, -=-( Q 2n-t'\-v2. J2Ca 2tH·\-~,) ( \)гJ,)(О2м2 -q 2.n) ') 
f12.n i'~- ~( Q Gr"\+t- ~ \Y-Cainн -~2)( \) г~~Ха2м2-О2n), 

- ~ 2.t'-tt,2.-::.( Q "2.""~2-J2.)(a ~n-+2-~2X02.nн-1~)(~c~2.X Q 2.п+:> -О2.м1). 
Легко видеть, что 

6an,2 62n-~-iQGn+~,02.м~)~( ~ \ -~,J{q UI+\ -~:)х 

х(а Uн~ - ~~У· ( Q 2("1+~ - Q2.n)-=-6U\H,\ 6.2r-.(Q 2.n,O<.f*!) 

и анапогично , 

Л2n+\ 2. 6.2n".Jo.,nй "а ~rн:}=·D21')-+~ " L} 2.n1-1 (q 2.n+-1 О 2.n-+~), 
1 J 1 

то есть ВЬ1полняются усаовия совместности (2.2.34). Система. 

( 2. 2. 33) принимает вид 

O.n -:.( On - ~" )(Qn-1~)(q rн-\-а n-i)('nE Е * )q_,:: ~2). ( 2.2.Зб) 
При \); -::.- J i -::. i получаем систеwJ 

C\f"I -=-(о.~-\)СС\м\-Оn--1) (nEZ-+,0-1 =- 1), (2.2.37) 

являющуюся разностным аналогом уравнения м к~ ер (cu. 

с . ' ] ). 
Пусть ( О "Jt) ):0 - решение системы ( 2. 2. Зб) и рассмотрим 

для некоторш постоянных: С> d функции O,..Jt)~C-+dOn (d2.t) .. 
т~~ ~ . 
r--; dЪ( )( '\ )!, ~ d~(a .... -(C-\-d~-1)) On-=- O.n--J-\ Оrг\/~ 1.,0n+COn-·ч-:.. d х 

(q" -(C->r d ~ ~) \f"' О. \ (,_ " )/':" ""\ \f':"" ,-..... ) 
х\ d J'-°'м\- r-.--i.J-:.. Ql')-\J.\ \..Q"'-v~J'-..0n+C0n--\ ' 
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где ~~-::.С+ d ~ i. ( i.-=-\ >2). Выбирая.С {~-~J,d-=-~~- .J.._ ) 

получаем ~ \ :- ~'-:. l ' то есть (сТ'\ (t)) ~ яв.пяется peme-
. h-Q 

нием систеuы (2.2.З7). Поэтому ниже бы будеu рассuа.'rривать толь-

ко систеuу (2.2.37), учиmва.я при этом, Ч'l'О все резупьтаm, спра­

ведливые для нее справедливы и для систем вида (2.2.Зб). 

Поскольку систеuа (2.2.37) может быть записана в вице 

{2.2.28), для интегрирования (2.2.37) приuениuа теорема 2.2.2. 

Рассмотрим разностное выражение (2.2.24) с коэф:рициентаыи, ~ца­

ваеwми ( 2. 2.ЗI) , ( 2. 2. 35). Тогда соответств~я послецова.?ель­

ность моментов ( S n J :-:. 0 состоит из _циагонапьных 11!1Триц: :2'с2 : 
( 2.2.38) 

Теореш 2.2.З. Для произвольных начальных данных 

( а t'\ (о))~:: о ' ограниченных в совокупности' решение зацачи 
Коши для систеUЕ,1 (2.2.37) сущаствует и единственно на интерва­

ле [О I О) для некоторого Б >О и задаетс11 форму:пами 

Q ~n{t)-{ 
a~n(t)+~ 

( 2.2.40) 

,;:р 

Доказательство. Как мы показа,m ВЪIПiе, ec,m (q l"'\(t))h-:. 0 -

решение системы (2.2.37), то последовате.пьнооть(А ...,(t)):,0 :, 

где 

А,~-=-( а 2.-.(+~ - ~ J с\ i.,~ (а'"" - \ , О2."-+1), 
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А~~-\- ... -=-( Q2~.,+ \)d ~(а,~;~+\) Q,1t_; 2-1) ( к r:.Z. +) 
является реmениеu неабелевоR цепочки Вольтерра { 2. 2. 28) • а зна­

чит, для последовательности моuентов ( S ,.,(t)) : 0 , соответст­
вующей разностному выражению (2.2.24) справедливы форму,rы 

( 2. 2. 29) , которые с учетом ( 2. 2. 38) uогут быть заrmсаны в вице 
~ 

':,",c(t)~( }0Sм,~)о) ~ [) 0,Jt)J1 ( i. 0 \,2.), ( 2.2.4I) 

(:р t р . . 

где -~~ (t)-:. ~ S~p;i.(O) pi . Далее, так как все А n и Sn ( 
f>:O • 

{ 1") G. Z. 1- ) двагональны, а следовательно, кою,утируm друг с 

другоu, то для коэ~ициентов разностного выражения (2.2.24) при-

ыениыы формулы, хорошо известные в скааярном с.пучае ( [ , ] ) 

аналогичные форму мы ( I. I. I5) • Иwеюю , 

А r.-=- D"-~ Dм.JD ~ (t"\ E.L +) D-... -=- i), с 2.2.42> 

где Dh(t J ":.d et(Sj+к (t ))~~~о ~d~(Df\,i (t)~~(n-н)(t) > 

Dn,2-(l) ~~(rн-i)( t) , а функции D h,~ (t) 1 ~L (t) ( L =-1, 2) 
зацаvrся 2.2.39), {2.2.4f). Теперь формупы (2.2.40) непосредствен­

но следуm из (2.2.42J и вида Д и, ( n Е Z. +). 8 
Замечание. Е'.с.ии №~трицы Ah(O) , соответству,щие начаJJЬ-

ньш данньш (O.n(o))~o - попо~mтельны, то преобразование по-
добия L(o)-VL(o) v-1 -=-L , гце(Vц )n-=- V .... un(r\EZ..+) ¼:i" 
Vг-~.i.-=-A~(o), .. дi (о) переводит L(o) в разностное выра-
жение 

([ u)n-:. А ~-i(O)Un-i-+ А~ (o)un-..1 (2.2.4?>) 

Cn€Z.., ,u~(un): ... o,Ur'\f:C 2,A_\=.o), 
причем([ n)00-=-(L "(0))00-= S n , то есть моuентные поспедова­
те.пьности L и L(o) совпадаm. Но (2.2.4 З.) иuеет вид 
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( I.I.I), поэтоuу ~ n@)) ~ S )(' d g (Л), 
-С)о 

где d ~(л)-=- d ~~ ( d ~-1 (л) ,d9~ (,А)) - спектральная мера выра-,.._ 
жения L • Тогда 

( СР ( ,Лj-к+~р tp · ) n 
Dn,"i. ( t)-=. det ~о-~ . • рТ dqi.(,.\) j ,к"о ~ 

. 00 j+\(. ,,\ 2.t .. ) r"\ 

=- d е t ( S л е d r,. (л j," ~о ( ~: 1) 2.) . 
-~ 

·rак как последовательность моментов меры e,Az.t d~i.. ()) при 
любоu t положительно определена, отс1Qца следует, что 

Dn,'" (t) >О при лrоом tE: [О,оо )(L= ~,2) и правые 
части (2.2.40) и...ет сuысл при любоu t . 

4. Конечные цепочки. Результаты пп.I-3 легко переносят-

ся с полубесвонечного на конечный случай, то есть на случай ко­

нечных систеu нелине~ных диффере1ЩИально-разностных У!)lвнений, 

связанных с разностным выражением вида (I.2.ЗI) 

( L( t )\,.,\ )n-::. A·n-J. (t )Un-~ + ~ .. J t )'.,\.,~ \,\(\+~ 
( 2. 2.44.) 

Рассмотрим конечну,о неабелеву цепочку Тоды 

А n-=- ~"'-н Аn-Аг.~~(У'\=О,, .. ,N-y, (2.2.4S) 

Br\ -:.An-An-\(r\-:-0,.,. >N) (Д_J,-=-А~/=-0). 

Она, как и в полубесконечноu случае записывается в форме Лакса 

(2.2.I), где L(t) - разностное выражение (2.2.44 ), а А(t)­
выражение вида (2.2.I8), но действупцее на конечные последова-

тельности ( Ц n )~.,,, 0 • Мо...ентная последовате.пьность,.. отве-.. . 
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ча!(l!JЭ.Я (2.2.4~), удовпе'l'вОрJ!еТ ус.повиям теоре1,1,1 I.2.4. Вывоц 

уравнения эволюции моuентов ничем не отличае'l'СJ! О'!' вывода урав­

нений (2.2.II), то есть сис'l'ема (2.2.22) сохраняется и в конеч­

ном случае. Продифf~ереIЩИруеы равенство ( I. 2. 36) в силу ( 2. 2. 22): 
• N 
s N+K-+-\ =-sN-+\<..+2. -s"'+ \< • .-t~ s,-: ~ F .i С s к•+,.\ -s~-+ \ s \) = 

.J ::.о ..J ..., 

~f_ \:'j';.,_.J=-.f ( <;,.j + t F/,к+i+J -S.,_,j ~,) 
J :.О J-:.o J -С> 

N • 

(К Е- z ) , то есть ?, F~ <;~~/:О ( k G :Z.-+ ) • Но в си-
-+ J ::.о 1"'1 

лу условия З теореw I.2.4 опера'l'ор ( <;, j -+'<.} j 1к: 0 обра-rиu в 
LI N-t ~ 
п , откуда следуе'l', Ч'l'О 

Fj =-О (j ~о,,,. , N). с2.2.4б) 

Поэтому при нахождении значений uоыеН'l'ов в произвольный uомеН'l' 

врэмени t uы uожем воспользоваться фopuynauи (2.2.2I) при 

\'"\ f N и формулами ( I.2.Зб): 

N 

Sr-Ct}=-? \=j <;n-~-i+j(t1 'n>N. при 

J'=-0 

A'rl(t') , 1cyJt') необ-Д.пя восстановпения неизвес'l'ных функций 

ходиuо как и в по.пубесконечном случае приыени'l'ь формулы {I.2.I9), 

(I.2.23). 

Совершенно такие же рассуждения справецливы и дм конечно~ 

неабеиевоА цепочки Во.11Ьтерра 

Ah -=-Ah-+J., Ar"\- дr-,.An-~C.n=O)"' ,rv~A-?AN-+i~o).<2.2.41) 

Выбирая А n • в виде (2.2.ЗI), (2.2.35), uы по.пучим при 
N-=- 2. \( цепочку вида (2.2.Зб) : 
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0.., -:..(а(\-~ {)(а n-Vz. )(о.м .. - qn-~) (n~o, ... ,2К ')d-~ ~q.2'1'+/J,), ( 2. 2.48) 

а при N :.2 К - \ - цепочку, отлича!ОЩ.У'rея от (2.2.4 ) лишь 
к,раеВШI условиеu: "Q_" -=-~а. ,О.ак-н:. -J.,.. В силу сказанного 
выmе о систешх (2.2.4 ), (2.2.5 ) процедурl интегрирования 

цепочки (2.2.4 ) вполне аналогична описанной в теореме 2.2.З. 

§ 2.3. Представление решений бесконечной цепочки Тоды 

в виде ряда по степеням времени 

В примере 2.I.2 было показано, что бесконечная в обе сторо­

НЬI цепочка Тоды 

• i са.. ) . i 2. 
Q ·f"'I =- г_ Оп Vl'\+I-~'"' , Q,"' =Qn -On--\ (2.3.I) 

( n е Z , а .{ > О ) @i n -::. t n ) может быть представ r.ена в вице 
(2.I.б), (2.I.8), (2.I.9), что позволило найти уравнение эвол10-

ции спектральной меры dg (л,t) , отвечаl()!Цей операторной 
якобиевой метрице с коэфрициентами (2.I.8) или, что эквивалент­

но, разностному выражению на всей оси, действу11)Щему на последо­

вательности u -=(цW'))::_со с е2. (-()О) оо), 

( -;J. ( t)"ц)\') =-0 rн (t)цn_/tJt)U~-tOn(t)Un+i. (nE Z) < 2.3.2) 

(см. п.4 § I.I). (то уравнение эвол11ХЩи (2.I.23) мы запишем те­

перь в виде 
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( 

( \ о) (~-t где J =- о -\ > 6lt.)-:. -20...., 
2.0-() 
- Ьо . 

Как уже отмечалось в § 2. I, для решений уравнения ( 2:З.З) 

не удается попучить формул, аналогичных формуле (2.I.22), спра­

вецливоА в бесконечном случае. В этом параграфе w выведем ,ре­

куррентные формупы для ,решений (2.З.З) и, кроме того, получим 

представление решений системы ( 2. З. I) в виде .;ряца по степеням 

Времени t при поr.ющи своего рода "аппроксимзции" их: решени­

ями конечных цепочек Тоды. При этом, наряцу с представлением 

Лакса для системы (2.3.1), полученным в§ 2.I, мы воспользуемся 

эквивалентным представлением Лакса 

;f, (t)~ [ ~(t) ,А (t)J " (2.3.4) 

где 

(2.3.5) 

I. Прежде всего мы рассмотрим вопрос о возможности пред­

ставления решений системы (2.3.I) в форме ряда по степеням 

Пусть ( Qn(t)J,"(t)) '::-:.-оо - решение (2.3.1), удовлетворя10-
щее условию 

~~ ( \Qn(t)I 1 \ '6n (t)\) ~ С L.. t)O 

"~Z1 tf[01T) 
( 2.3.б) 

Тогда разностные выражения 'i.(t) и Jl(t) порождаm' огра-
ниченные· операторы в пространстве t 2. (- оо 1 ()О) , для которых 
мы сохраним те же обозначения. Так как оператор Jl ( t) косо-
сиыметричен, то оператор 1t (t) , который задае'I'ся,как реше-
ние у,рав~ния 'U (t) :.-..Я,(t) 'U (t) с начальным условием 
'U (О) -=- i , унитарен при л1!Jбом t . Диф;f>еренцируя оператор­

функци11J 11 (t) ;L (o)V(t): 

( 
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( u (t) :f ( о )U-1 ( t)(~ -jl(t) lJ.(tJi(o)lГYt)-+U(t);f (o)lГY t)JL( t)., 

.пегко убедиться, что :f.(t)-=- U(tJ';f.(o) и-'(t). Отсща, в 

частности, следует, что 

11 i. ( t) \\ =: 11 i ( о Ж . ( 2.3. 7) 

Поскольку .~.пя лrоого nE.Z max(/Qn(t)l>J~n(t)\)f//;t'(t)I/> 
мы в цщльнейmем будем полагать в {2.З.б) С =1/~ {o)II. 

Лемма 2.3.I. Пусть начальные данные ( Qn(O) 1 ~"'(о)):,. _о:> 
ограничены в совокупности. Тогда для некоторого Ф-::. 6( G) ре-
шения системы (2.3.I) могут быть представлены в вице рядов по 

степеням времени t , равномерно сходящихся на интервале [О) б ). 
Доказательство. Зафиttаируеu r'\ € Z и рассмотрим выра-

d к ( dJs_ n ( ·) жения для производных c:Jtк Q,... t) > d-t ~ "On t , полученные 
в сипу уравнений системы ( 2.3. I). При К -=-.i эти выражения 

даются непосредственно уравнениями системы (2.3.I), для подсче­

та вторых производных используmся уравнения дпя ~1'\-Н и Qn-• : 

in :.а~ (tм.\-{Ьn)-0~-{ (~"-~"-")) 

Q,...-=- ~ Оn(~мс~~)\ ~Q,JO~+i-2.Q~ +а~-~), 

то есть при К -=- { > 2.. рассматриваемые выражения явJUrol'cя одно-

родными по.пиномами степени К+\ от переменных On-• >Q") Qn·H) 

~ -~ ~ r\ t·м i • Рассмотрим теперь произвопьный одночлен 
1'\ ) 1 • • • 

o. i Q· 0 . ~· (~{f:i...,~, .. f:.l..c>J,tf, .. ~JO., 
"4 ... 1.1> О j 1 '" Jq, г 

и продифререtЩИруем его в силу системы ( 2.3.I). Получим 
р 

t_ 'z: Q" 4 ... о~.,н Ot"'(/Ьi./Y\+\ -~i. ..... ).,,Oi..-. tj , .. i1~ t-
m-::.o\ r , 

~ ( ~ ~ 
-+ ~ а",·" Q'-rn Q,~i ... ijt-~ Ojt-a.:i.-\), .. ~~--- . 

f;::.. .. 

!. 
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Это выражение яв.вяе'l'ся однороцным поп:иномоu с'l'епени ( p+q, + i), 
состоящим из 2. ( р+'}) ~дночпенов (необязательно различных)• 
причем ыинима.льный и №ксишльный номера "' , при которых О ~ 
входит в noJiytieннoe выражение, равны соответственно 

n (\ ~ m ~(\ ( i.. ~ ,j i - ~) и m о.:=- m ах ( \. Р , ~ с,,) • 
Аналогично, 

Многократно прюsняя изложенные выше результаты к одночленам 
о d 1( ( 

О t"\ и t, t-. ., мы получим, что выра:оrения для d- О,.. l t) и d к. . tк 

d t к. ~" ( t) предста.вимы в виде сумш 2. ~ k ! . одночленов 
степени ( \<.-+- ~) с коэфрициентами • не превосходящими по мо-

дул'О !. Отскща, в силу ограниченности в совокупности нача.пьнЬDс 
данных (an(o) 1 ~1'\(о))"':'_ 00 , следует, что 

Y'f\Q'X.(\d~cn·(o)\ ld~Qin (0)})1:.2Кк l cк+yr)c.Z) (2.3.IJ) 
dt~ ' dt\(. ' 

а значит, ряды Тейпора-Ыаклорена функций О,, (t)) in(t) (nf 'lZ.) 
[о, б J сх~цятся равномерно на интервале при 

с, L..(2cГ-i -=-(2· I/L(o)l/(t. Кроме того, отметим, что 
изложенного следует, что выражения дnя dd: а,, ( t) 
о\1( t 
dttt. t.,(t) не содержат Q~(t), ~ .. (t) ( t.Ln-K 

из выше­

и 

или 

i.. ">n-+ к ) и при подсчете этих выражений использовались толь-
ко урванения систеw ( 2. з. I) для O , ~ • , ..... q ~ • 

1'\-1<..+\ n-к-+, , rн !С(-~ , n+~-i · 

2. Прежце чем пере~ти к нахождению козфJ)ициентов ряцов, 

представляющих реше~я системы (2.З.I), мы на.помним, следуя [ 7- ] 

процедуру интегрирования конечной цепочки Тоды (см. также 

[ 2, \ Lt~]). Конечноi:1 цепочке Тоды 

Cn-:. k CY"\(dм\-dn)Cn~o, ... /J-!),ёl,..~crt:t_c:~ (r\,.O) ... ,N), (2.3.9) 

[page 117]



' ' 

соответствует пара Лакса L tJ J А N , гце 

do Со - -- --- - о - ·Со о 
Со d\ с. t о с,1 . 

• ' 2.3.IO) 

LN:. d ~ ·. А-' ' с~ (; \ о, ' '> ~г2 ' • ' ' ' • ' ·с.н 
' . ' • . ' ' CtJ-1 , ' 

о о ' ' 
cN-, 'dN ' ' 

'Cr-1-1 'О 

Пусть d 9(л) - спектральная мера, отвеча т~щtя конечной 
якобиевой мз.трице Lw (о) , которая была описана в п.З § I.I. 

Эта мера имеет скачки ? j в точках А j спектра ш трицы 
L,.,(o) (j:01 ·\ > ... > N). Моменты Еры d'j)(A) опрецем'11'ся по фор­
муле (I.I.I?) 

) 
N n N . 

S""':.(L: 00: ~ 9j /lj Cso-= ~ ~j ~,) . 
"'-О t"\:o 

Тогда для решений цепочки (2.3.9) с нача][ЬНЫМИ данными, 

мыми якобиевой матрицей L ,А О) , справедливы формулы 

C 2.(t)-:. D~-~(t)D()-н(t).d (t)-=g_tn(D~(t) \ 
"' · D ~ С t) 1 n d t D h-~ ( t )} 

(ri~o)"' J'1; D_"'=-i) Dt.1-н~o). 

( 2.3. II) 

зацавае-

( 2.З.I2) 
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, · , 
'· 

Приведем e!IJ! одну формупъr для функция D "' ( t). 
Jlемиз. 2.3. 2. 

D"' (t) ~ 2. ( e)'.p(ЛpC)+ ... -t-Apn)t )9Ро"' y'ph w 2(,~Рс)''') А Pr1J 
r.. O!..p, ... L~~N · , (2.3.IЗ) 
'-n Е: z..) . 
где W( ~о, ... ,~h)-:.dei.(~~):c+~o - опреде11Итепь Вандермонца. 

Доказательство. Переrmшем элемен~ опреде11Ителя ( 2.3.П) 

с использованием форму1IЬ1 (I.I.I7) 

00 .L. - ()о ( "' j +~+р) t р -
~Sj+~-.p Р~ - !о ~о~\ л~ ~-

N СР ~-tlC. ()j. t/ _ N . j_-н< ..\:, t 
= 2 ~i. z:: Ji" 1 ~ ? ? " А L е . 

"-=о р~о р. 1..=-с 

Тогда определитель D n ( t) равен 
N j+к .Ai. t)11 ~ 

Dn(t)~ .L ~~to(~Ll<.Лt.l( е "- j,'1(::0 
t.01 ... J \.n-

N (J1.0 +, .. + Л ~J t ~ ( j1~)n 
= """ S' i.o ... g i, n е )( d е t ,л L V • - -::. . L . ... J ,~-о 

1..0 1 .. , Ln-=-0 

Здесь Sм~ {(6(0\, .. ,б(n)В- группа подстановок из (n-+i) -го 
элемента, ~~'ГI (6) - четность подстановки. Теперь спрзведли-
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Ниже, ГО9оря о конечных цепочках Тоды, мы будем указыва'l'ь 

то.пько матрицу, построеtfНУ!) по на:чапьным .nанным, так как она 

однозначно определяет и длину цепочки (2.З.9), е ее решение. 

Вернемся к бесконечноА цепочке Тоды (2.3.I) с начальными 

данньши. задаваеМЬ1!4И бесконечноА якобиево\t ъв трицеn L (О) с 

коэфрициентаыи, ограниченными в совокупности. Для фиксированных 

nt. Z. • k' ~О рассмотрим ·конечну10 якобиеву мэ.трицуL(n,К 1 0) 
подученну10 вырезанием из L (О) квадратного блока, в вевом 
верхнем угпу которого стоит ~ri-к (О) • а в правом нижнем -

элемент ~ К (о): ...... ...~ 
~h-\{ Со) Q n-K (о) 

qn-4< ~~) ~'n-к.н (о) .. 
' 

о 

о 
( 2.З. I4) 

' ' 

Матрице L (h I k I о) соответствует ее спектральные данные: собст-
венные значения (Л Jn \<.)) ~N~-\ , скачки спектральной меры 

К .. , J ~о 
( о. (Г1 К))~ ;. { и последовательнос'l'ь моментов S j (n I К) = 

)~ ' j-=-0 

.. ,к~, } ре \/) К) • Построим по этим цанным при помо--~.L Лj n,I\ ?J (n, 
щii =щи формул ( 2.3.II) или ( 2.3.IЗ) функции D1-r./ f\ )<, t )(mE Z+). 

Теорема 2.3.I. Пусть начальные данные(Оn(о), ~n(o)),:_.oo 
для системы {2.З.I) огр:1ничены в совокупности некоторой констан­

той С • Тогда решение системы С}'Ulествует и единственно, причем 
для некоторого С-=- Б (С) на интервале [О, О ) решения мо­
гут быть представлены в виде равномерно схоп.ящегося ряца 
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(n~ Z ), 

г~ - i 

С nK, d: ( Dк)",К:) ~..(n,K, • )/D: (n, 1< ;))(о), 
dt (2.3.!5) 

dn\(-=- d~Кт1 ~(Dк(n>K1)/DK- (n>KJ•))(o). ctt н . \ 

ДоRазательство. Возможность представления реmени~ в (fюрме 

,ряда была доказана в лемме 2. З. I. Там же мы покээали, что при 
dк dv. n 

получении выражений для а t к о. t'\ (t) и ёП7' bn(t) в силу 
уравнений системы ( 2. З. I) используmся лишь уравнения для Oj, ~ i 
при n - к. L. j L n +" . Рассмотрим конеч';!У10 цепочку Тоцы с на-
чальными данными (2.З.I4) и обозначим ее решения 

а ,, к ( \'"\ ,k,t) ~ (n ,Kt) ( i( .. 01 ... ,2 K+t ·,an-1<-,(l"\J<,t} =-q".к .. /n i't<,-t)= о). 
1"1-1'.+ J n-\<.+1<. 

Уравнения для Qn-\<н/11,\<,t\ in-K1-~(f\,\<.1t.)(~-=-\1, .. /.\<) . 
иыеm те.ной же вид, как уравнения системы (2.Э.I) дляОn-\(н/t), 
Q,n-\(tJt.)(к-=-{, ... ,2К). Поэтому для того, чтобы получить выраже-
ния для К -х производных а n с У'\ I \{ J t) И '61"\( У'\) \{) 1.) при 
к , К достато'!Пiо в выражениях для К. -х произвоцны,с G"i-t.) 
и ~h (t) всщу заменить 0..1..(t) на O_,(n, К, t) , gJt) 
на ~ ~ ( n, k J t) . При этом, так как в силу выбора начальных 
данных (2.З.I4), {Ь,.: (n, k 1 0) ~ lЬL (о) ( L ~n-k)'''J 1"'1-' k+~) , 
Q ~(n1 \<.,o) ~a.((v) ( L ~t;-к ,,.,, n-+'(.) , то справедливы равен-
ства 
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( 2.3.Iб) 

Но для решений конечной цепочки Тоды с начальными данными 

(2.3.!4) справедливы формулы (2.3.!2) ,f 

o:_\(-t" ( n, t ,t)-=-( D~-~ (n) K)t) D"./ (\ ,\< ,t) /D~ (n,K,t)) 2 

d . 
~"-к~~ (n,\<,t)":..dt i(Dк (f\ ,\<,~1/D~_,(n,\<Jt)) 
(\<.-=.0, ... 2.\<)) 

( 2.3.I?) 

где функции DI'\ (1, 1 k) t) определены ф~рмулами ( 2.3.II), ( 2.3. !З). 
Подставляя (2.3.!7) в (2.3.Iб) и попа.гая к-=-\\ , ПОП']ЧЭ.еw со-
отноnения (2.3.I5). 8 

Заметим, что из доказанного следует, что функции 

On(t)-Qt'l(r\\<,t), t""'(t)-~nLn,\<,t) иuem в тоwе 
t :.О нуль К -го порядка. Необходиuо также подчеркнуть, 

что поскоЛЬК'J в формупировке теоремы С :: С (С) , а в качес'l'­
ве константы С. можно, как указывалось выше, выбрать \\L( о)\1, 

',_ то из равенства (2.3.7) · с.педуе'l', что последова'l'епьное примене­

ние описанной в теореме процедуры позвомет получить решение 

системы (2.3.I) для лrоогоLЕ. [О> со), 

З. В заключение приведем рекуррентные формулы для решений 

уравнения (2.3.3), описыва~щего эволщи~о ма.тричной спектральноn 

меры, соотвеТСТВУ10ЩеЙ оператору j (t) . Обозначим х (.А~ t) 
решение уравнения х с Л \ t):: i (А J -&:t)) х ( А ', t) С НS'ЧЗ.ЛЬНШf 
условиеw Х( Л ·1 О) -::.1 () G /Q 1 } . Тогда решение уравн~ния 
(2.З.3) J40жет быть записано в виде 

d3(л ·)t)-= Х (л-,t)dg(л~o) X)l-(.л·>t); (2.3.I8) 

1 

1 
' 

1 
1 

. ' 

1 
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а фориуJIЫ для 1оЮментов буцут иметь вид 

<;n(t)~ 5 л"dg(л-,t)=-! X(X,t)лnd~(~~o) Х~ (л; t). 
-оо -оо 

Представиu Х () ·, t) в фо~ме ряца 

Х(л\t)= i 0 'X~C~1t ~. (2.З.I9) 

Уравнение для Х (); ,t) , эквивалентно пос.педовательности рекур­
рентных соотношений 

(nн) X"j,\)= ~ ( ,\ JXn(Л)-!
0 
t\_"- Х._ ()i)) (2.З.20) 

с'(\ f: Z + Х O lA)-= { ) • где· рядом Z BI<. t '<. представляет-
> \(~о Х ) ся неизвестная функция B(t) . Из (2.З.I9) следует, что .... (~ 

является полиномом Г't -й степени: Хn(л):::: '2: Хn"'-Ак. 
Запишем с :rтчетом вышесказанного ~ { ( t) : 

%::-=-о 

~J,(t')~ I Х(л,t) A{p(}Jo) x>f (),t) = 
-ос 

= z t ~ 5 i АХ~ (А) d q ( А ~ 0) Х,:( ;\ J ~ 
г.~о -оо к-::.о 

х~о 

- последовательнос'i'Ь моментов, о'l'веча!ОЩ9.я 

• Если обозначить 

- - - - - - --
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\ , 

то последнее равенство можно переписать в виде 

(" ) (Ро-\ (t) 
Напомним теперь, что ,::>-t ( t ::. \q -\ ( t) 

q_{ (-t)) 
fjo (t) , а 

Q(t)~(P,-'\(t) 2.Q_~Ct))= => JS-1(t)-b S:~(i)J" 
() -2Q-~(t.) - ~о (t) а ) 

следовательно 

(2.З.2I) 

Bh :;. Z (; J( Х i Х *)к n-: 1 (~ S :x~1nJ) ( 2.3.22) 

К:.О ( 't'\ € z +) • 
Подставляя (2.З.2I) в (2.3.I9) и приравнивая коэф'рициенты при 

степенях ,А , мы получим . 

2.(n+I) J Х,,.,"' = Х n "'<t !J~-T(:f 5-J'Js,n-J-$-

- k ( .х $ :;e)S,n-H, J )Х;" (2.3.23) 

Для всех Х pq.. , фигури,рутощих в правой части (2.3.22) выполня-
ется условие ?~ \"\ , p-q, ~ n-\( • Следовательно, ( 2. З. 22) 

являются рекуррентными соотношениями, позволя~ми, зная r.sтри-

цу $ и Хоо = 1 , последоватевьно восстановить при произволь­
ном 1'"\ Е o.J сначала Х ~ i 1 . .. J Xnn , затем Х ~о, Х ~t J ... ,Xn+~,n? 

и так далее, при любом k, Х l(o Х к4 t 1 ... Х \'"\ н~. "- Таким обра-J / 1 ) • 

зом, по начальным данным для системы (2.3.I) ;;L(o} можно 
построить И:1.трицу S , затем при помощи рекуррентных соотноше­
ний (2.3.23) восстановить элементы матрицы :];.. , которые позво­
ляют получить решение (2.З.I8), (2.3.I9) уравнения эв~л10Ции спек­

тральной меры. Реп:ая обра.тну10 ·спектральную задачу для меры 
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с\ g (). ·1 t) , поnучаеы.-решения бесконечной цепочки Тоды 
(2.З.I). 

В качестве примера привецеы вы,ражения для Х nn, Х n+,t 1"\ , 

полученные из соотношений ( 2. З. 23) 

х ~J_ Jr) х __ / __ 
l"\n 2n . 1 ) r.-H h -2"·Нс . .. ) \ 

n · rн{ . 
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